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Let R be a ring with identity, let Q be an infinite set, and let M be the free left 
R-module R’“! Many subgroups of Et&?, R) act like E(S2, R) and EF(sZ, R) on all 
finite direct summands of M; here E$Q, R) (or EF(52, R) respectively) denotes the 
subgroup of GL(B, R) generated by all (row finite) elementary matrices. We call a 
subgroup of E(O, R) with such a property an %-group. It is proved that for every 
X-group H s E(Q, R) there exists a unique submodule a*(H) of the dual module 
M* of M which has the separation property with respect to the canonical base of 
M, such that H equals the stabilizer E(Q, R),.(,, in E(s;I, R) of a*(N). Conversely, 
every stabilizer in E(R, R) of such a submodute in M* is an %-group. In the 
second part of this paper we reduce the classification of the normal subgroups of an 
Z-group H $ E(Q, R) to the determination of the H-invariant submodules of 
a*(H) and to the classification of the normal subgroups of EF(N, R); both of these 
problems depend strongiy on the ideal structure of R. A consequence of this result 
is that an X-group Hg E(Sa, R) is simple if and only if the ring R is simple. 
Furthermore it is possible to determine those subgroups of GL(D, R),.,,,, which 
are normalized by the %-group H. This generalizes results of Bass, Arrell, 
and Robertson. Finally, we prove the existence of 2iE’“,R)1 non-isomorphic 
Z-subgroups of E(SZ, R) under the assumption that R is a ring with a field of 
fractions K such that JAUT(K)I <21K1 or IRI 5 1.01. $3 1989 Academic PEWS, I~C. 
EINLEITUNG 
Viele Jahre hindurch war das Studium klassischer Gruppen oft gewahlter 
Gegenstand mathematischer Arbeiten. Die genaue Kenntnis der Struktur 
dieser Gruppen ermoglicht in vielen Gebieten der Geometrie und 
Gruppentheorie ein besseres Versdndnis. Wlihrend in den Anfangen 
dieser Untersuchungen vorwiegend klassische Gruppen tiber Kiirpern im 
Vordergrund standen, versucht man heute mehr die bereits bekannten 
Strukturaussagen auf Automorphismengruppen freier Moduln iiber Ringen 
zu verallgemeinern. Einen groBen Durchbruch hierbei schafften Arbeiten 
von H. Bass [6] und W. Klingenberg [14]. Fur freie Moduln von 
endlichem Rang IZ > 3 iiber Ringen mit stabilem Rang und kommutativen 
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lokalen Ringen mit 1, klassilizierten sie im wesentlichen die Untergruppen 
von GL(n, R), welche von E(n, R), der Gruppe erzeugt durch alle elemen- 
taren Matrizen in GL(n, R), normalisiert werden. Eine Vielzahl von 
Arbeiten verallgemeinerten diese Ergebnisse auf weitere Klassen von 
Ringen (vgl. z.B. [23, 25-271). 
Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Struktur von Automorphismen- 
gruppen freier Moduln R(“) fiber assoziativen Ringen R mit 1 und 
unendlichem Rang IRI. 1st R = K ein Kiirper, IC eine Kardinalitat mit 
I f+4 ( 5 K 5 lsZl und r, die Gruppe aller g E GL(Q R) mit dim K(O)( g- 1) < K, 
so zeigte A. Rosenberg [22], dal3 die nichttrivialen Normalteiler N 
von GL(Q, R) gerade diejenigen Untergruppen sind, welche entweder 
im Zentrum Z(GL(O, K)) von GL(Q, K) liegen, oder fur welche 
eine Kardinalitat K mit I N ( 5 IC 5 IQ1 existiert, so daB [ GL(O, K), r,] 5 
Ns rli . Z(GL(SZ, K)) ist. J. Hausen verallgemeinerte dieses Ergebnis spater 
auf perfekte lokale Hauptidealringe [ 111. 
Fur beliebige Ringe R scheint eine Klassifikation der Normalteiler von 
GL(R, R) schwierig. Daher beschrankte man sich in der Vergangenheit, 
analog zum endlichen Rang, in einer ersten Stufe die Untergruppen von 
GL(.Q, R) zu klassilizieren, welche durch E(Q, R) normalisiert werden. 
Typische Ergebnisse, wie man sie beispielsweise bei D. G. Arrell und E. F. 
Robertson [3] und H. Bass [6, 73 lindet, sind gewisse “Sandwichresultate”; 
d.h. eine Gruppe N besitzt genau dann die oben beschriebene Eigenschaft, 
wenn ein Ideal q von R (dieses ist dann eindeutig) existiert, so da13 T(q) 5 
Ns H(q) ist. Dabei sind T(q) und H(q) eindeutig durch das Ideal q 
bestimmte Normalteiler von GL(Q R). Zur endgiiltigen Klassihkation 
dieser Gruppen ist fur jedes Ideal q von R noch H(q)/T(q) zu bestimmen. 
Vergleicht man die verschiedenen Untergruppen von GL(S2, R) (bspw. bei 
Arrell und Bass), deren Normalteilerstruktur durch solche Sandwich- 
resultate gegeben ist, so la& dies eine Vielfalt von Untergruppen von 
GL(S2, R) mit “lhnlicher” Struktur vermuten. Urn in einer Struktur- 
untersuchung dieser Vielfalt gerecht zu werden, bedarf es der 
Charakterisierung dieser Gruppen durch eine geeignete, zum Beweis 
solcher Sandwichresultate notwendige Auswahl von gemeinsamen 
Eigenschaften. Gewinnbringend hierbei erweist sich der Begriff der SL- 
Gruppe. Ohne hier eine genaune Definition dieser Gruppen anzugeben, 
sind beispielsweise E(Q, R), EF(sZ, R) und alle dazwischenliegenden 
Gruppen SL-Gruppen. Im Verlauf dieser Arbeit werden wir zeigen, da13 
SL-Gruppen Hs GL(O, R) und ihre Normalisatoren NGL(R,R)(H) in 
GL(Q, R) Kandidaten fur Sandwichresultate sind. Wir behandeln die 
Fragen: 
I(a) Welche Untergruppen von GL(B, R) sind SL-Gruppen? 
(b) Werden SL-Gruppen durch elementare Matrizen erzeugt? 
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II(a) Welche Normalteilerstruktur besitzen SL-Gruppen? 
(b) Welche Untergruppen von NcLCn,RJ(H) werden durch die 
SL-Gruppe H 5 GL(B, R) normalisiert? 
III. Wieviel nichtisomorphe SL-Untergruppen von GL(O, R) 
existieren zu gegebenem 52 und R? 
Dabei entspricht jeder Fragenkomplex einem Teil dieser Arbeit. Im ersten 
Teil beantworten wir die Frage I(b) mit “ja”. Es stellt sich heraus, da13 
SL-Gruppen gerade die Stabilisatorgruppen von (T)-Untermoduln des 
zu RcR) dualen Moduls sind. 1st R = K ein Kiirper, so entsprechen die 
(T)-Unterraume gerade den totalen Unterrlumen des zu KcR) dualen 
Vektorraums im Sinne von [S, 12, 151. Damit sind SL-Untergruppen von 
GL(Q, K) gerade die Analoga der Speziellen Linearen Gruppe im 
Unendlichdimensionalen im Sinne von Rickart [20]. Dies war fur uns der 
AnlaB, diesen Gruppen den Namen “SL” fur “Speziell Linear” zu geben. 
Im zweiten Teil dieser Arbeit zeigen wir, dal3 zu jedem Normalteiler N 
einer SL-Gruppe H 5 GL(Q, R) genau ein Ideal q von R und genau ein 
Untermodul U von a*(H) mit a*(H)qs U~CC*(H)~ existiert, so daIj 
T(U)~~~H(U)ist.DabeisindT(U)=((l+~v)J~~U,~~R’~’,v~=O) 
und H(U) = (g E E(O, R) 1 cc*(g) E U) Normalteiler von H. Umgekehrt 
ist jede Untergruppe von H mit dieser Eigenschaft ein Normalteiler von H. 
Eine unmittelbare Folge ist, dal.3 eine SL-Gruppe Hs GL(Q, R) genau 
dann einfach ist, wenn der Ring R einfach ist. Uberraschenderweise ist 
H( U)/T( V) N (GL( N, q) n EF( N, R))/EF(N, q) fiir alle oben beschriebenen 
Normalteiler H(U) und 7J U) der SL-Gruppe H. Damit reduziert sich die 
Klassilikation der Normalteiler von SL- Gruppen im wesentlichen auf die 
Klassilikation der Normalteiler von EF(N, R). Fur einige spezielle Wahlen 
von Ringen R ist diese Struktur bereits bekannt (vgl. [7]). 1st Hg 
GL(Q, R) eine SL-Gruppe und G eine Untergruppe von NGLcR,Rj(H), 
welche von H normalisiert wird, so existiert genau ein Ideal q von R 
und genau ein Untermodul U von cc*(H) mit a*(H)qs Usa*(H)Y 
und r(U) 5 G 5 GLJQ, R)l.cHj. Dabei ist GL.(Q, R),.t,, die Gruppe 
aller g E GL(Q, R)l,cHj, fur welche ein 2 E Z(R)* existiert, so dal3 
(g - 1) a*(H) s U ist. Umgekehrt wird jede Untergruppe von NGLCn, RJ H) 
mit dieser Eigenschaft von H normalisiert. Im Spezialfall folgen damit die 
Ergebnisse von D. G. Arrell [ 1, 21, D. G. Arrell und E. F. Robertson [3] 
und H. Bass [6]. 
1st R ein Ring fur welchen ein Quotientenkiirper K existiert, so sind SL- 
Gruppen volle Untergruppen von E(s2, K) im Sinne von 0. T. O’Meara. 
Aus einem Ergebnis von 0. T. O’Meara [ 173 folgt, dal3 Isomorphismen 
zwischen vollen Untergruppen von GL(i?, K) von Standardform sind. Wir 
werden dazu in Teil III dieser Arbeit einen speziell fiir volle Untergruppen 
von E(SZ, K) zugeschnittenen alternativen Beweis angeben. Als Folge 
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daraus zeigen wir, daD es fiir den Fall [RI 5 152) oder I AUT(K)( < 21K’ 
genau 2lWkR)I -viele nichtisomorphe SL-Untergruppen von E(Q, R) 
existieren. Fur die Falle 1521 -C IRI und IAUT(K)I = 21KKI war es uns nicht 
miiglich die Anzahl der nichtisomorphen SL-Untergruppen von E(Q, R) zu 
bestimmen. Insbesondere bleibt der Fall Sz = N und R = C offen. Als 
Kontrast zum obigen Ergebnis zeigen wir, da13 in Spezialfallen “viele” 
SL-Gruppen isomorph sind. 1st namlich K ein Korper und ZZS GL( N, K) 
eine SL-Gruppe mit dim a*(H) = I N 1, so existiert ein g E GL( N, K) mit 
Hg = EF( N, K). 
Diese Arbeit ist der Inhalt einer Dissertation, welche ich unter der 
Betreuung von Herrn Prof. P. Hauck angefertigt habe. Fur freundliche 
Untersttitzung und wertvolle Anregungen bedanke ich mich. 
BEZEICHNUNGEN 
Mit R bezeichnen wir durchweg einen assoziativen Ring mit 1 # 0. Z(R) 
bezeichnet das Zentrum von R und R* bzw. Z(R)* die Einheitengruppe in 
R bzw. Z(R). Fiir eine nichtleere Indexmenge s2 sei M = R(O) der freie 
R-Linksmodul vom Rang 1521 mit der kanonischen Basis B := { ej ( j E Q}. 
Den zu M dualen R-Rechtsmodul aller R-linearen Abbildungen von M 
nach R bezeichnen wir mit M * . M * operiert in dieser Arbeit von rechts 
auf M. Sei A = (oi I i E Z> eine beliebige Basis von M. Mit A* bezeichnen wir 
die Menge aller Elemente v;” aus M *, je Z, welche durch die Eigenschaft 
uiuf = a,, i, Jo Z, deliniert sind. Ein Untermodul U von M * hei& (T)- 
Untermodul (trennt die Basis B), falls zu jeder nichtleeren, endlichen 
Teilmenge + von CJ und jedem j E Ic/ ein pj E U existiert, so dal3 eipj = 6, ist 
fur alle ie $. Unter einem Ideal eines Ringes verstehen wir in dieser Arbeit 
stets ein zweiseitiges Ideal. Sei q ein Ideal von R und ZJ ein Untermodul 
von M *. Dann setzen wir: 
1 ;l,e,liEQ,&Eq 
endl. 
uq := 1 /lilil/liE u, &Eq 
endl. 
GL(O, R) (-AUT(M)) bezeichnet die Gruppe aller zeilenendlichen, inver- 
tierbaren 52 x Q-Matrizen mit Koeffizienten aus R. 1st IQ1 = no N, so 
schreiben wir such GL(n, R). GL(Q, R) bzw. AUT(M) operiert in dieser 
Arbeit stets von rechts auf M. Sei D := { pu ( p E M *, u E M} das kartesische 
Produkt von M* mit M. Durch &u) := (mp)u und (pu)~ := ~(ur~) fiir alle 
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m E M, q E M * und pu E D wird D zu einer Teilmenge von HOM(M, M) 
bzw. HOM(M *, M*). Sei m E M. 1st eine Zerlegung m = 1% mit 1 E R und 
*EM nur moglich, wenn II E R* ist, so heil3t m primitiv. Existiert ein 
p E M * mit mp = 1, so heil3t m unimodular. 
1st pun D mit 0~ = 0, so wird r = (1 + ~0) durch Links-bzw. Rechts- 
multiplikation mit Elementen aus M bzw. M* zu einer Abbildung aus 
AUT(M) bzw. AUT(M*) mit Inversem CC’ = (1 -pu), wobei 1 die 
Identitat in HOM(M, M) bzw. HOM(M*, M*) ist. Abbildungen #l 
dieser Gestalt bezeichen wir als Transvektionen. 
Zu Hs GL(Q R) bezeichnen wir mit H, die Untergruppe von H, welche 
durch alle Transvektionen t E H erzeugt wird, fur welche ein p E M * und 
ein unimodulares u E M, up = 0, existiert mit t = (1 + pu). Enthalt H keine 
solchen Transvektionen, so setzen wir H,= 1. 
Sei gE AUT(M) und p E M*. Durch u(gp) := (ug)p fur alle UE M 
operiert AUT(M) von links auf M* und wird somit zu einer Untergruppe 
von AUT(M*). Beschrankt auf Transvektionen entspricht diese Operation 
gerade der oben angegebenen. 1st ~1 EM *, p # 0, mit 1;~ = 0, je 52, so heillt 
(1 + pe,) elementare Abbildung. 
In der Literatur werden im allgemeinen Gruppen von Automorphismen 
freier Moduln in der Darstellung als Matrizengruppen mit Koefhzienten 
aus einem Ring untersucht. Im Gegensatz dazu werden wir oft basisfrei 
arbeiten. Wenn moglich werden wir jedoch die in der Literatur verwen- 
deten Bezeichnungen ubernehmen. Sprechen wir also in diesem Zusam- 
menhang bei einer Abbildung g E HOM(M, M) von einer Matrix, so 
verstehen wir die Matrix, welche die Abbildung g beziiglich der durchweg 
fest gewlhlten Basis B beschreibt. Urn diesbeztiglich Schwierigkeiten in der 
Formulierung zu vermeiden, werden wir zwischen Abbildungen und den 
Matrizen, welche durch sie bzgl. B beschrieben werden, in dieser Arbeit 
keinen Unterschied machen. 
Die Untergruppe von GL(R, R), welche durch alle elementaren Matrizen 
erzeugt wird, heil3t E(sZ, R). 1st D unendlich, so bezeichnen wir mit 
EF(sZ, R) die Untergruppe von E(Q, R), welche durch die Abbildungen 
(1 + e*&,) erzeugt wird, i, Jo Q, i #j und 1 E R. Sei q ein Ideal von R. 
Mit rc4: GL(Q, R) + GL(Q, R/q) bezeichnen wir den Gruppenhomo- 
morphismus, welcher durch den Ringhomomorphismus R -P R/q induziert 
ist. Sei GL(Q, q) := Kern ny. Fur ein Linksideal p von R sei 
E(S2,p)=((l+~e~)~O#~~M*,e~~=O,j~SZ,e,~~~fiirallei~~)~~“~~~ 
EF(0, p)= ((1 +e*lle,)Ii,jEQ, i#j, LEp)EF(R,R). 
Fur einen Unterring iT von R bezeichnet M,,(R) die Menge aller r x s- 
Matrizen mit Koeffizienten aus 8. Fur eine Teilmenge $ von Q mit 2 s I$1 
und einem Linksideal p von R bezeichnet: 
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Sei g E E(Q, R). Dann bezeichnen wir mit 
dg)=Wg- 1) 
und 
a*(g)=(g- l)M* 
den Residualraum von g in M bzw. M * . J(g) sei das kleinste Ideal in R, in 
welchem alle Koeffizienten der Matrix (g - 1) (bzgl. der Basis B) liegen. 
Fur eine Untergruppe H von E(Q, R) setzen wir cc*(H) = CgsH a*(g) und 
Jw)=C,.HJk). 
Fur eine nichtleere Teilmenge $ von Q sei M, :=Ciei Rei. Fur einen 
Untermodul U von M= R’“’ und H 5 GL(Q, R) bezeichnet H, die 
Stabilisatorgruppe von U in H, und H, 1 U die von HI, in U induzierte 
Gruppe. 
DEFINITION. Eine Untergruppe H von GL(S2, R) (bzw. AUT(M)) heiBt 
SL-Gruppe, falls 
(1) lQl=ab 
(2) H5 .W> Rh 
(3) Fur jede nichtleere, endliche Teilmenge $ von Sz ist die Gruppe 
E($, R) in H,, I M, enthalten. 
TEIL I: ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN UND ERZEUGENDENSYSTEME 
VON SL-GRUPPEN 
In diesem Kapitel werden wir zu gegebenem Ring R und unendlicher 
Indexmenge Q die Menge der SL-Untergruppen von GL(SZ, R) bestimmen 
und einfache Erzeugendensysteme fur sie angeben. 
LEMMA 1.1. Seien g und h aus E(l2, R). Dann ist: 
(a) cr*(gh)scc*(g)+cc.(h) 
(b) c1*( ghg-‘) = ga*(h) 
(cl a*(K’) = a*(g) 
(d) Mg- l)GJ(g)M 
(e) Sei q ein Ideal von R. Dann ist M( g - 1) E qA4 genau dann, wenn 
J(g) E q ist. 
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(f) Jkh)~J(g)+J(h) 
(g) JW’k) = J(h) 
(h) J(g-‘1 =J(g). 
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Den elementaren Beweis iiberlassen wir dem Leser. 
LEMMA 1.2. Sei n > 3, n E N. Fiir die n x n-kfatrizen gilt: 
(a) 
-1 -1 0 0’ 
010. .o 
OOl’.O 
. . . 
. . 
poo I 1. 
‘1OO”O 
010. .o 
OOl’.O 
. . . 
. . 
;x 0 0 1 
(b) 
II
II 
‘1 0 0 ’ 0’ 
410. 0 
OOl’.O 
OOO.‘l 
100 .-x lOO’.O 
010. .o 110. .o 
OOl’.O OOl’.O 
I[ 000” 1 OOO.‘l 
I[ 
110..0 
010. .o 
001. .o 
. . . . 
. . 
OOO.‘l I[ 
(c) Sei 1 <i<n. 
i- te Zeile- 
lOO”.O 
Ii 
100’ 
OlO.‘.O 0 1 0 
001 0 001 
-10 00 
. ., 
00. ” 1 X,X2.~ 
L 
x 
100.. 0 6 
010.. 0 0 
001’. 0 0 
0 0 
. 
-x, -x2 -x,_, 1 
1 0 0 0’ 
010. .o 
OOl’.O 
. . . . . 
. . 
yxo 0 1. 
‘1 0 0 x- 
010.,0 
001. .o 
. . . . 
. . . 
OOO.,l 
0 0 
0 0 
0 0 
X,-l 1 :I
100’ 
0 1 0 
001’ 
0 0 
x, 0 
010’ 
= 
i 
100’ 
001. 
0X2.0 
1 
100 
0 1 0 
001 
z 
0 0 0 
‘100’. 
010’. 
0 0 1 
10 
,o 0 
0 
0 
0 
,I 
1 
0 
IX 
0 
I 1 
0 
0 
0 
1 1 
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(d) Seien r, seN mit r+s=n, ra2, a, bEE(r,R) und x, ~EMJR). 
Dann ist 
= x(a-‘ba- l)b-‘+ y(a- l)b-’ 1 
Ist insbesondere b = 1, so ist 
Beweis. Elementares Matrizenrechnen. 
LEMMA 1.3. Sei n>,2, nE N. Dann enthiilt E(n, R) alle monomialen 
Matrizen mit Koeffizienten 0, + 1 und Determinante 1. 
Beweis. Sei ff der von 1 erzeugte Unterring in R. Damit ist E(n, I?) 5 
E(n, R). Sei zuerst 8 z Z. Nach [7, V, 1.61 ist E(n, 2) N SL(n, R), womit 
das Lemma folgt. Sei R N Z/mZ fur ein m E N. Es ist E(n, k) N 
n,,(E(n, Z)) 1: SL(n, H/mZ). Q.E.D. 
LEMMA 1.4. Sei n > 2, n E N, a E E(n, R), b = (f;;:::;;;) E M,,(R), 
h=(; y)~E(n+2, R) und H= (hgl gcE(n+2, R)). Dann ist J(h)=./(H) 
und E(n + 2, J(H)) 5 H 5 GL(n + 2, J(H)) n E(n + 2, R). 
Beweis. Dal3 J(h) = J(H) ist, folgt aus Lemma 1.1(f), (g) und (h). 
Fall 1. h unterscheidet sich genau an einer nichtdiagonalen Stelle von 
der Einheitsmatrix. Nach Lemma 1.3 kiinnen wir 0.B.d.A. fiir 0 #x E R 
h= 
. 0 
. . 
. . 
.I 
1 . 
0 1 
annehmen. Mit Hilfe von Lemma 1.2(a), (b) und Lemma I.3 rechnet man 
leicht nach, dal3 H= E(n + 2, J(H)) ist. 
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Fall 2. Sei 
h= 
1 0 . . . 0 
0 1 . . 0 
0 . . 
XI x2 . . x,+1 1 
und q das kleinste Ideal von R welches x2, x3, . . . . x, + i enthalt. Mit Hilfe 
von Lemma 1.2(c) und Fall 1 rechnet man leicht nach, da13 E(n + 2, q) 5 H 
ist. Folglich ist such 
‘1 0 . . (j 
Ol...O 
0 . . 
X,0’ . . 1 
EH 
Nach Fall 1 folgt wiederum, da13 E(n + 2, J(h)) 5 H ist. Da h selbst das 
Produkt elementarer Matrizen ist, folgt H = E(n + 2, J(H)). 
Fall 3. Sei h beliebig von der im Lemma angegebenen Form. Wir setzen 
EE(~ + 1, R) und gj= E E(n + 2, R), 
wobei y = (0, . . . . 0, 1, 0,, . . . . 0) E R’“+ ‘) ist mit 1 an der i-ten Stelle, 1 < i < 
n + 2. 
Es ist 
h=ig*l:.g2n o 9). 
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Nach Lemma 1.2(d) ist 
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h, := h-‘6,h6,-’ = 
0' 
EH. 
Nach Fall 2 ist damit n;_‘: E(n + 2, WI,)) = E(n + 2, J(a) + 
(a) 2 H. Dabei ist c gj,) das Ideal von R, welches durch 
gj,, . . . . gjn erzeugt wird. Mit Lemma I.3 ist aus Symmetriegriinden E(n + 2, 
J(a) + (g,, 9 . . . . g2,,)) 5 H. Folglich ist E(n + 2, J(H)) s H. Klar ist, da13 
h E GL(n + 2, J(H)) n E(n + 2, R) ist. Aus Lemma 1.1(f), (g) und (h) folgt 
nun das Lemma. Q.E.D. 
Das folgende Lemma wurde von Suslin in [23] bewiesen. 
LEMMA 1.5. Sei Q = { 1, . . . . n}, 2$nnE, vEMmit ve,?=O ftir ein jE52, 
p E M *q fir ein Ideal q von R und vp = 0. Dunn ist (1 + pv) E E(Q, 4). 
Beweis. Sei q := (~-eef(e~p)). Es ist q~M*q und ve;C =vq=ejq=O. 
Ferner ist (1+e,*(ej~)v)=nj.n(1+ef(ej~ve~)ei)~E(S2,q), (l+qej)~ 
E(SZ, q) und (1 + eyv) = I-Ii, c (1 + eT(veF)e;) E E(SZ, R). Da E(S2, q) ein 
Normalteiler in E(S2, R) ist, ist 
(1 +qej)(l+ej*v)(l-rje,)(l-eTu)(l +e,*(ejp)V)=(l+P)EE(Q,q). 
Q.E.D. 
LEMMA 1.6. (vgl. [6,7]). Sei 3 5 nE N und q eii Ideal von R. Dann ist 
W, q) = CEh 41, 0, R)l. 
Sei IsZl = cc. Die Gruppe E(G, R) la& sich auf folgende Weise 
charakterisieren: g ist aus E(R, R) genau dann, wenn eine endlich, 
nichleere Teilmenge tj von B existiert, so da13 gE GL(SZ, R),, ist mit 
glM,EE(@, R) und M(g- l)sM,. 
Auf diese spezielle Gastalt der Elemente aus E(S2, R) werden wir spater 
oft zuriickgreifen. Die folgende Definition ist daher naheliegend: 
DEFINITION 1.7. Sei H eine Untergruppe von GL(SZ, R) und $ s 52. 
Dann bezeichnen wir mit H, die Untergruppe in H, welche fur $ = @ aus 
der Identi’fat in GL(S2, R) besteht und im Fall $ # 0 aus allen g E H mit 
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(1) gW+,~ und 
(2) M(g- l&V,. 
Man iiberlege sich leicht, da13 H, ein Normalteiler in H,, ist. Das folgende 
Lemma macht eine Aussage iiber die GriiBe der Untergruppen H, in einer 
SL-Gruppe H. 
LEMMA 1.8. Sei H 5 GL(Q, R) eine SL-Gruppe, N ein Normalteiler van 
H und $ eine endliche Teilmenge von Q mit 111/l = n 2 3. Dann ist 
E($, J(N)) S N, I M,. 
Beweis. Fall 1. N = H. Da H eine SL-Gruppe ist, existiert ein g E H 
mit nichtdiagonalen Koefhzienten = 0. Damit existieren nichtleere, 
endliche Teilmengen 0 und 8 von CJ mit $ s tI E 0, /0\0[ = 2, so dal3 
g E H, ist mit nichtdiagonalen KoefIizienten = 0 von g 1 Me E E(O, R) und 
M(g - 1) s M,. Es ist H eine SL-Gruppe, womit E(O, R) 5 HMMe 1Me ist. 
Da H, ein Normalteiler in H,, ist, folgt aus Lemma 1.4, da13 E(O, R) 5 
H, I M, ist. Also existiert eine Untergruppe 8, von H, mit fi, 1 M, = 
E(Q, R), und E(Il/, R) = ii, I M,. Nach Lemma I.6 ist A, I M, perfekt und 
fi, 1 M/M, abelsch. Folglich ist G := [A,, A,] 5 H, mit E($, R) 5 G I M,. 
Fall 2. Fiir ein gEH sei N= (g)“=(ghlhEH). 1st g= 1, so ist 
N= 1, und die Aussage des Lemmas ist trivialerweise rfiillt. Sei also g # 1. 
Es ist ge E(a, R). Damit existiert eine endliche Teilmenge 8 von a mit 
$ & 0, g E NB und g ) M, E E(0, R). Wir erweitern tI durch zwei beliebige 
Elemente aus &?\0 zu einer Menge 0. Sei 101 =: m >= n + 2. Es ist g E N, 
mit glM,EE(O, R). Sei q 8 := J(gl M,). Es ist N, ein Normalteiler in 
H Me, womit N, 1 M, ein Normalteiler in H,, 1 M, ist. Folglich ist nach 
Lemma I.4 E(O, qs) 5 N, ) M,. Es existiert eine Untergruppe fl, von 
127, n NM, mit E(t+b, qs) = fl? I M,. Nach Fall 1 existiert eine Untergruppe 
H, von H, mit E($, R) = H,(M,. Sei G := [fis, R,]. Nach Lemma I.6 
ist GIM,=E($,q,) und GSN,. An 0 wurden auBer Ic/ CBEO und 
l@\f31 = 2 keine weiteren Bedingungen gestellt. Also ist 
E(~,J(N))=E(~,J(g))=E ICI c q = fl E($,q,)6N,IM,. 
( ’ rSR 4 IGR I?1 =m IDI =* 
r9sr l?sr 
Fall 3. Sei N ein beliebiger Normalteiler von H und 
<g>“= <dlhEH) fur gEN. 
Nach Fall 2 ist 
E(ICI,JW))= fl W,JKg)H)EN@f+. Q.E.D. 
gsN 
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LEMMA 1.9. Sei $ # 125 eine echte Teilmenge van Q, g, hEGL(Q R), 
und k E Q\$. Dann existieren u, v E M,, so daJ 
e,g=e,+u, ekgpl= ek-ug-’ 
e,h = ek + v, ekh-’ =e,-vh-’ 
und es ist ek ghg-‘h-’ = ek + u(h - 1) g-‘h-’ + v(g-’ - l)h-‘. 
Beweis. Da h und g aus GL(Q, R)@ sind, ist klar, da13 solche u and v 
aus M, existieren, so da13 ek g = ek + u und e,h = ek + v ist. Weiter ist ek = 
ekgg-’ =ekg-’ + ug-‘. Folglich ist e,g-’ =ek--ug-‘. Fur h gilt viillig 
Analoges. Die restliche Aussage dieses Lemmas rechnet man leicht nach. 
Q.E.D. 
LEMMA 1.10. Sei 52 eine unendliche Indexmenge und t+9 = { 1, . . . . n} E Q, 
n E fV, Dann ist: 
(a) XI= r ere, = 1 E GL($, R). 
(b) Sei n gerade, t,:=(l+e,Te,-,+,) aus E($,R) fur lsisn und 
ri := tit;Ai+ 1 ti. Dann ist 
(c) Sei n 2 4 gerade, ti und ri wie in (b) und Hs GL(S2, R) eine SL- 
Gruppe. Nach Lemma I.8 existieren Elemente ii und Fi in H, mit ii 1 M, = ti 
und r”iIMti=ri. Sei XEH~ mit x 1 M, = 1. Dann ist fur jedes i E $ die 
Abbildunghi:=r”~~i+,i;lxiix-lr”,~i+, E H eine elementare Matrix und x = 
n;= 1 hi. Ist insbesondere N ein Normalteiler von H und x E N, so ist x das 
Produkt elementarer Matrizen aus N. 
Beweis. (a) Fiir alle k E $ ist ek C;=, e*e, = C;=, ak,e, = ek. 
(b) Es ist r,=(l +(e~-e~~j+,)e,~j+l-(e,*+e,*~j+,)ej). Also ist 
fur kE$ 
ek fiir k${j,n-j+l} 
ekrj= - ej fur k=n-j+l 
en-j+ 1 fur k = j. 
Fur alle k E & ist damit 
ek i (ti-f)rH-j+l= 5 dkien-i+lrn-i+l=ek. 
i= 1 i=l 
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(c) Sei Jo 52\+. Es existieren ui, v,-~+ i, WE M, mit e,i,= ej+ ui, 
ejrn-i+ 1 =f?j+V*-i+I und ejx = ej+ w. Nach leichter Rechnung erhalt 
man ejhi=ej+w(ti- l)rndi+,. Esisth,lM,=l. Mit w(ti-l)r,-i+,ERei 
ist hi eine elementare Matrix aus H. 
Da fur alle ie $ stets w( t, - 1 )r, _ i+ 1 E M, ist, folgt 
ej fi hf=ej+Wi (f,--l)r,-,+, 2 ej+w=ejx 
i= 1 r=, 
fur alle in n\$. Ferner ist l-I;= i hi 1 M, = x I M, = 1. Also ist n;= i hi = x. 
Q.E.D. 
Bemerkung. Lemma I.8 und 1.10 nehmen in dieser Arbeit eine 
Schhisselstellung ein. Urn dies zu verdeutlichen, wahlen wir eine “geniigend 
grol3e” endliche Teilmenge $ von Sz. Lemma I.8 besagt, da13 wir zu jedem 
ge E(tJ, R) und zu jeder SL-Gruppe HI GL(SZ, R) ein Element 2~ H, lin- 
den mit g]M, = g. Zwei Elemente B1, gz~ H, mit g, I M, = g,lM, 
unterscheiden sich durch ein Element x E H,, wie wir es in Lemma I. 10(c) 
beschrieben haben. Lemma 1.10(c) besagt nun gerade, dal3 sich solche 
Elemente aus H, unter gewissen Bedingungen “kontrollieren” lassen. Dies 
wollen wir an einem Beispiel, welches splter nochmal aus einem 
allgemeineren Zusammenhang (Korollar 11.7) folgt, verdeutlichen. 
BEHAUPTING. Sei R ein einfacher Ring und H 5 GL(l2, R) eine SL- 
Gruppe. Dann ist H einfach. 
Beweis. Sei 1 #N ein Normalteiler von H und g E H beliebig. Wir 
zeigen gE N. Sei 1 #h E N. Da g, h E E(Q, R), existiert eine endliche 
Teilmenge 8 von Q, so da13 2 5 101 E N gerade und g, h E HO ist. Wir 
erweitern 0 durch 2 beliebige Elemente aus Q\e zu einer Menge +. Damit 
ist gE H, und he N,. Sei 0.B.d.A. h 1 M, 4 Z(GL(t+b, R)). Es ist N, ein Nor- 
malteiler in H,,,,. Beriicksichtigt man, dal3 der Ring R einfach ist, so folgt 
aus Lemma I.4 E(tj, J(N)) = E($, R) <N, 1 M,. Folglich existiert ein 
g E N, mit 2 I M, = g ) M,. Setze x = g -‘g (dies ist nun ein Element wie x 
in Lemma 1.10(c)!). Ferner existieren Elemente ii, FieNg mit den in 
Lemma 1.10(c) beschriebenen Bedingungen. Aus Lemma 1.10(c) folgt nun, 
da13 x E N ist. Folglich ist gx = g E N. Q.E.D. 
Der iiberraschend einfache und elementare Beweis dieser Behauptung war 
fiir uns die Motivation, SL-Gruppen genauer zu untersuchen. 
SATZ I.1 1. Sei H s GL(l2, R) eine SL-Gruppe, N ein Normalteiler in H 
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und $ eine endliche, nichtleere Teilmenge von 52. Dann existiert zu jeder 
elementaren Matrix t E E(I,!I, J(N)) eine elementare Matrix iE N, mit 
ilM,=t. 
Beweis. Fur N = 1 ist die Aussage des Satzes trivial. Sei also N # 1. Sei 
0.B.d.A. $ = { 1, . . . . n} mit n 14 und 
i= 
loo...0 
OlO...O 
001’. .o 
. . . 
. . 
0 0 0 1 0 
100..01 
mit 1 E J(N), denn man iiberlege sich leicht, da13 jede elementare Matrix 
aus E($, J(N)) das Produkt solch spezieller Typen von elementaren 
Matrizen ist. Nach Lemma I.8 existiert ein h E N, mit h 1 M, = i. Mit 
gleichem Argument existiert ein g I E H, mit 
$71 :=g,IM, 
‘1 -10 . 
0 1 0 . 
001. 
. . . 
. . . 
000. 
000’ 
. 0 
. 0 
. 0 
1 0 
0 1 
Wir bilden t, := g,hg;‘h-’ E N. Es ist nach Lemma 1.2(a) 
2, :=t,IMIL= 
100. ..o 
OlO...O 
001.. .o 
. . . . 
. . . 
000~~10 
020. 0 1 
Sei k E Q\$. Es existieren nach Lemma I.9 u1 und v, aus M, mit 
ek gl = ek + ul und ekh=ek+v,, so da13 e,t,=e,+u,(h-l)g;‘h-‘+ 
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fJ,k,-’ - 1)h -’ ist. Damit ist M(t, - 1) c M, 1,2). Nach Lemma I.8 existiert 
ein g, E H, mit 
100. .d 
llO..O 
0 0 1 
1 0 
0 . . 01 
Aus Symmetriegriinden und obigem Argument im Fall N= H konnen wir 
0.B.d.A. M(g,-l)cMf,.3J annehmen. Wir setzen t := t, g,t;‘g;’ EN und 
rechnen leicht nach, dag ’ 
t(M,= 
1 0 . . o- 
0 1 
0 1 0 
3,0.001 
= i 
ist. Sei kEQ\$. Es existieren u~EM~,,,) und u,EM~,,,) mit e,t, =e,+u, 
und ekg,=ek+v2. Nach LemmaI. ist e,t=e,+u,(g,-l)t;‘g;‘+ 
v,(t;’ - 1)g;‘. Mit nz4 und v,EM{,,~) ist u,(t,‘- l)=O. Ferner ist 
u2k2--1)~Rely da u~EM{~,~) ist. Mit tl’g;‘I Re, = 1 ist M(t - 1)~ Re,. 
Folglich ist t eine elementare Matrix aus N mit der gesuchten Eigenschaft. 
Q.E.D. 
Aus Satz I.1 1 folgen unmittelbar die Korollare I.12 und 1.13: 
KOROLLAR I. 12. Sei H s GL(O, R) eine SL-Gruppe und N ein Normal- 
teiler von H. Dann ist ftir jede endliche, nichtleere Teilmenge II/ von 52 stets 
E(ICI, J(N)) 5 N, I M,. 
Dies ist eine Verallgemeinerung von Lemma I.8 auf die Ftille I$[ = 1 und 2. 
KOROLLAR 1.13. Sei Hs GL(O, R) eine SL-Gruppe und Nf 1 ein 
Normalteiler von H. Dann enthiilt N nichttriviale Normalteiler von H, welche 
als Normalteiler durch alle elementaren Matrizen bzw. aus allen Trans- 
vektionen aus N erzeugt werden. 
LEMMA 1.14. Sei H 5 GL(Q, R) eine SL-Gruppe, N ein Normalteiler von 
H und g E N. Existiert eine endlich Teilmenge $ von a, so daJ g E N, und 
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g 1 M, E E(+, J(N)) ist, so ist g E N,. Ist insbesondere g( M, das Produkt 
elementarer Matrizen aus N, 1 M,, so ist g das Produkt elementarer 
Matrizen aus N. 
Beweis. Wir erweitern + mit beliebigen Elementen aus 52 zu einer 
Teilmenge 0 von Q, so da13 4 5 101 E N gerade ist. Sei 0.B.d.A. IJ = 
{ 1, . . . . n} und O=$ u {n+ 1, . . . . m}. g ist aus N@ mit glM,=(A y), 
wobei t E E(n, J(N)) und a E M, ~ ,JJ( N)). Einfaches Matrizenrechnen 
zeigt, da13 i; := (t y) E GL(m, J(N)) das Produkt elementarer Matrizen aus 
E(m, J(N)) ist. Mit Satz I.1 1 iiberlege man sich leicht, da13 N, ein Element 
h enthllt, welches das Produkt von elementaren Matrizen aus N ist, mit 
h 1 M, = h. Sei g := gh -‘. Es ist 2 1 M, = (I, y) E E(O, J(N)), welches das 
Produkt aus elementaren Matrizen aus E(m, J(N)) ist, falls g ) M, das 
Produkt aus elementaren Matrizen aus N, 1 M, ist. Mit Hilfe von Satz I. 11 
iiberlege man sich leicht, da13 J(N,) = J(N) ist. Nach gleichem Satz 
iiberlege man sich leicht, daD ein 2 E (NT)@ existiert (welches das Produkt 
aus elementaren Matrizen aus N ist, falls g I M, das Produkt aus elemen- 
taren Matrizen aus N, I M, ist) mit g 1 M, = S I M,. Wir setzen x = gg-‘. 
Es ist x) M, = 1. Nach Lemma 1.10(c) ist x das Produkt elementarer 
Matrizen aus N. Folglich ist xgh = g E N,, bzw. g das Produkt elementarer 
Matrizen aus N, falls gl M, das Produkt aus elementaren Matrizen aus 
N, I M, ist. Q.E.D. 
Beriicksichtigt man, da13 eine SL-Gruppe Hz GL(S2, R) Untergruppe von 
E(Q, R) ist, und die Characterisierung von E(Q, R) nach Lemma 1.6, so 
ergibt sich unmittelbar aus Lemma 1.14: 
SATZ 1.15. Sei H s GL(SZ, R) eine SL-Gruppe. Dann wird H durch 
elementare Matrizen erzeugt. 
LEMMA 1.16. Sei H s GL(Q, R) eine SL-Gruppe, N ein Normalteiler von 
H, und es existiere fir j E Q und p E M * mit ejp = 0 die elementare Matrix 
(1 +pej) in N. 
(a) Zst ftir ein kEQ\{j} ebenfalls e,p=O, so ist (1 +pe,)EN. 
(b) Fiir alle 1 E R ist (1 + $ej) E N. 
(c) Zst (1 -I- qej)E H eine elementare Matrix und A EJ(N), so ist 
(1 + qlei) E N. 
Beweis. (a) Mit Korollar I.12 und Lemma I.3 existiert ein gE HCj,kJ mit 
ejg = ek und ek g = -e,. Es ist ~1 Mtj,kl = 0, womit man sich leicht 
iiberlegt, da0 gp=gg’p=p ist. Folglich ist g-‘(1 +pe,)g= 
(l+g-‘~e~g)=l+pe,~N. 
(b) Fall 1. Fiir ein k E sZ\{j} ist e,p = 0. Da H ein SL-Gruppe ist, folgt 
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aus Satz I.1 1, da13 eine Abbildung (1 + qe,) in H existiert mit e,r] = 0 
und erv=l. Es ist (l+qek)(l+pej)(l-qe,)(l-pej)=(l-ple,)= 
(1 +$e,)-‘EN. Aus (a) d ieses Lemmas folgt nun (b). 
Full 2. Fiir alle i E C?\{j} ist eip # 0. Wir wghlen ein k E sZ\ {j]. Da 
H ein SL-Gruppe ist, existiert nach Satz I.1 1 ein (1 - qe,) E N, ejq = 0, mit 
YI I M{j,k) = -PI M{j,k) und e,q=O fiir ein rEQ\{j,k}. Es ist 
(1 + (p + q)e,) = (1 + pei)( 1 + qej) E N und (p + q) 1 Mij,kl = 0. Nach Fall 1 
ist fiir alle 1 E R die Abbildung (1 + (p + q)lej) E N. Nach Fall 1 ist such 
(l+qAe,)EN. Damit ist (l+(fi++))iej)(l-qJei)=(l+~l;lej)EN. 
(c) Full 1. Fiir ein iEQ\{j} ist eiq =O. Nach Satz I.11 existiert fiir 
jedes 1 E J(N) ein (1 + pei) E N, eip = 0, mit ejp = 1. Es ist (1 + pei)( 1 + qe,) 
(1 - pe,)( 1 - qe,) = (1 - qlle,) = (1 + f&~;)~’ E N. Aus Teil (a) folgt nun (c). 
Full 2. Fiir alle ie r;Z\{i} ist eiq # 0. Nach Satz I.1 1 existiert fiir ein 
kEQ\{j) ein (1 -pej)EH, ejp=O, pc~M*, mit (1 +pej)IMfj,kJ= 
(1 + qe,) 1 MCj,k), so dal3 fiir ein ie sZ\{j, k} zusltzlich eip = 0 ist. Es ist 
( 1 + (v] - p) e -) E H und nach Fall 1 ist fiir jedes 1 E J(N) die Abbildung 
(1 + (r] - p) ne,) E N. Nach Fall 1 ist ebenfalls (1 + pule,) E N. DactE $ 
(1 + (r] - p) ne,)( 1 + pie,) = (1 + vie,) E N. . . . 
LEMMA 1.17. Sei HgGL(Q, R) eine SL-Gruppe und $ eine endliche 
Teilmenge von Q mit I$/ 2 2. 
(a) Es existiert ein gEE(Q, R)+ mit glM,= 1 und F,(R)5 (HIL)g= 
(W,. 
(b) Fiir alle h E E(O, R) ist Hh eine SL-Gruppe. 
Beweis. (a) Sei 0.B.d.A. $ = { 1, . . . . n}, 2 s n E N. Nach Satz I.1 1 existiert 
fi.ir jedes Jo + ein pj E M* mit e,pj = 6, fiir k E $, so daB (1 + pjille,) E H, 
fiir alle ie II/, if j, und IE R (vgl. Lemma 1.16). Es ist ei(pLi-eT) = 0 fiir 
alle i E +. Damit ist g -’ :=n;=, (l-(~;--~*)~,)EE(SZ, R), mit glM,= 
g-‘/M,= 1. Fiir alle ke$ ist g-‘pL,=n;=, (l-(pi-e*)ei)pk= 
IJFci (1 - (pi-et)e,)ez =e,*. Also ist fiir alle IZE R und i,jE$ mit if j 
such g -‘( 1 + pjAei) g = ( 1 + e,*12e,) E (He)” = ( Hg), Folglich ist F,J R) 5 
(H,jg = (f-f “Jti. 
(b) Es existiert eine endliche nichtleere Teilmenge $ von Sz mit 
h E E(Q, R)$ und h I M, E E($, R). Fiir alle endlichen Teilmengen 8 von Sz 
mit $ E 8 ist damit h I M,E E(8, R). Folglich ist (He)h 5 E(Q, R)@ mit 
E(B, R) 6 (He)h I MB fiir alle endlichen Teilmengen 0 von 52 mit $ E 0. 
Folglich ist fiir alle endlichen, nichtleeren Teilmengen p von CJ stets 
E(p, R) 5 (Hh)p I M,. Ferner ist Hh s E(f2, R), da h E E(SZ, R) ist. Folglich 
ist Hh eine SL-Gruppe. Q.E.D. 
481/122/l-3 
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LEMMA I.18 (Whitehead Lemma). Sei a E GL(n, R) und b E GL(n, q), 
ftir ein Ideal q von R und n E F+J. Dann ist 
Beweis. Siehe z.B. [6, Lemma 1.73. Q.E.D. 
SATZ 1.19. Sei Hs GL(S;I, R) eine SL-Gruppe und N ein Normalteiler 
von H. Dann ist [H, N] = N,. Insbesondere ist H perfekt. 
Beweis. Seien gE N und h E H beliebig. Es existieren endliche 
TeilmengeneundII/von52mit2(81=(ICIIundBc*,sodaBg,hEH,.Fiir 
ein bEGL(0, J(N)) und YEM,~,,,~,(J(N)) ist $ :=glM,= (t y), und fur ein 
geeignetes a E GL(0, R) und x E M,,,,,,,(R) ist h := h I M, = ( -4 y). Es ist 
nach Lemma 1.2(d) 
tlM,= 
aP’bab-’ 0 
x(a-‘ba- 1)6-l+ ~(a- l)b-’ 1 > 
0 1 0 
1 x(a-‘ba-1 )b-‘+y(a-l)b-’ 1 > 
fur t := h -‘ghg-‘. Sei t, bzw. t2 die erste bzw. zweite Matrix des oben 
genannten Produktes. Nach Lemma I.18 ist t, E E($, J(N)). Man iiberlege 
sich leicht, da13 x(6’ba - l)b-’ + y(a - l)b-’ EM,,, ,e,(J(N)). Einfaches 
Matrizenrechnen zeigt, da13 f2 ebenfalls in E($, J(N)) ‘ist. Also ist t I M, E 
E(J/, J(N)). Klar ist, da13 t E N, ist. Nach Lemma I.14 ist damit t E N,. 
Folglich ist [H, N] 5 N,. 
Wir zeigen nun noch N r 5 [H, N], womit N r = [H, N] folgt. Sei $ eine 
endliche Teilmenge von Sz mit I$[ 2 2. Es ist [H,, N,] 5 [H, N]. Mit 
E(tj, J(N)) s N, ) M, nach Korollar I.13 ist nach Lemma I.6 E(II/, J(N)) I 
[H, , NIL ] I M, . Folglich ist J( [H, N] ) = J(N). 
Sei g E N,. 0.B.d.A. kiinnen wir g = (1 + pv), fur ein unimodulares v E M 
und p E M * mit vp = 0, annehmen. Es existiert ein q E M* mit vq= 1. Nach 
Lemma 1.1(d) ist m(g- ~)EJ(N,)M=J(N)M fiir alle mEA4. Also ist 
m( g - 1 )r] = rnpvq = mp E J(N) fiir alle m E M. Folglich ist p E M*J(N). Es 
existiert eine endliche Teilmenge tj von 52 mit v = 1, E II Aiei, ;li E R, wobei 
4 5 I+1 gerade ist. Es ist g E (Nr)$. Sei 0.B.d.A. ve;” = 0 fiir ein j E $. Es ist 
@q)‘(N) = (e,*AliE$, AeJ(N))=(M$)J(N). Also ist g(Mti=(l+p’v) 
mit p’ = p I M, E (M,*) J(N). Nach Lemma I.5 ist g 1 M, E E(+, J(N)). Mit 
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J( [H, N] ) = J(N) existiert nach Korollar I. 12 ein h E [H, N]$ mit 
h 1 M, = gl M,. Wir setzen x := gh-‘. Sei 0.B.d.A. $ = { 1, . . . . n}, n E lV. Da 
H eine SL-Gruppe ist, existieren wie in Lemma 1.10(c) beschriebene 
Abbildungen 7; und 7, in H,. Nach gleichem Lemma ist x = 
n:=, ~~~i+,?;‘~li~-‘7,_i+,~ [H,N]. Folglich ist such xh=g~[H,N]. 
Also ist N,= [H, N]. Nach Satz I.15 ist H = H,. Damit folgt insbeson- 
dere, da13 H perfekt ist. Q.E.D. 
PROPOSITION 1.20. Sei H5 GL(Q R) eine SL-Gruppe und N ein 
Normalteiler von H. 
(a) a*(H) ist ein H-invarianter Untermodul von M* und 
HI M*/a*(H) = 1. 
(b) Sei (1 + pv) E N eine Transvektion und v unimodular. Dann ist 
p E a*(N). 
(c) or*(H) ist ein (T)-Untermodul von M*. 
(d) Sei U ein (T)-Untermodul von M*, U, := {pi Ulejp=O}, iEQ, 
und H= ((l+uei)IiEQ, FLU,,). Dann ist tfsGL(Q, R) eine 
SL-Gruppe mit u*(H) = U. 
(e) Sei I eine Zndexmenge und { (1 + pivi) 1 ie Z} ein aus Trans- 
vektionen bestehendes Erzeugendensystem von H. Dann ist a*(H) 5 
(ui(i~Z). Zst v, unimodular ftir alle iEZ, so ist a*(H)=(u;liEZ). 
(f) Sei U = (p E M* I es existiert eine elementare Matrix 
(1 +pe,)EN, j~s2). Dann ist U=a*(N). 
(g) Sei pea*(N) und VEM mit vu=O., Dann ist (1 +~v)E N,. 
Znsbesondere ist N,= ((1 +pv)Ip~~*(N), VEM mit vu=O). 
Beweis. (a) Fiirjedes v]EM* und alle gEHist gq=(g-l)q+q. Setzt 
man in diese Gleichung zuerst ein q E a*(H) und dann ein q $ a*(H) ein, so 
sieht man leicht, da13 gE E(O, R)cr.(Hj und glM*/a*(H)= 1 ist. 
(b) Da v unimodular ist, existiert ein q E M* mit vq = 1. Damit ist 
[(l +pv)- l]q=~~a*(N). 
(c) Sei II/ eine endliche, nichtleere Teilmenge von Sz und ie $. Sei 
0.B.d.A. 111/l 2 2. Nach Satz I.1 1 existiert ein pi E M*, so daB e,pi = ski fur 
alle k E $ und (1 + pie,) E H fur ein Jo $ mit i #j ist. Damit ist 
[(l +,uiej)- l]er=pi~a*(H). 
(d) Da U ein (T)-Untermodul von M* ist, U = (U,, 1 ifz 0). Nach Teil 
(b) dieser Proposition ist U 5 a*(H). Sei ge i7 beliebig. Es existieren 
elementare Matrizen t,,, . . . . t, aus H, so daI3 g = t, ... t, ist. Folglich 
ist nach Lemma 1.1(a) a*(g) 5 x;= I a*(t,) 5 U. Damit ist a*(H) = 
c ,.na*(g)s U. Insgesamt ist also a*(A)= U. 
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Sei $ eine endliche, nichtleere Teilmenge von .Q und t eine elementare 
Matrix aus E($, R). Wir konnen 0.B.d.A. I$/ 2 2 und t = (1 + e*lle,), i#j, 
i, je Ic/, A E R, annehmen, da alle elementaren Matrizen aus E($, R) das 
Produkt von elementaren Matrizen dieser speziellen Form sind. Wir zeigen, 
da13 ein t^ Eii, existiert mit t^ 1 M, = t. Damit ist E( I++, R) 5 A, 1 M, fur jede 
endliche Teilmenge II/ von R. Da n von elementaren Matrizen erzeugt ist, 
ist fis E(Q, R). Folglich ist 85 GL(f2, R) eine SL-Gruppe. 
Wir haben also nur noch die Existenz von i in I? nachzuweisen. Da U 
ein (T)-Untermodul von M* ist, existiert ein p E U mit e,p = 6,,1 fiir k E $. 
Fi.irjE@\{i} ist i:=(l+pej)Eflmit ZlM,=t. 
(e) Sei g E H beliebig. Es existiert eine endliche Teilmenge {i,, . . . . in} 
van 1, SO dal.3 g= CJ= 1 (1 + ,n$uJ ist. Nach Lemma 1.1(a) ist damit 
a*(g)sC,Y=, a*((1 +~~uJl (p$lj= 1, . . . . n). Folglich ist a*(H)= 
c gE-Ha*(g)j (PiI iEZ). Sind alle vi unimodular fur ieZ, so folgt aus (b), 
da13 /JiGa* fiir alle ieZ. Also ist a*(H)= (pilieZ). 
(f) Wir zeigen (f) in zwei Teilen. Zuerst zeigen wir a*(N,) = U. Mit 
Satz I.1 1 iiberlege man sich leicht, da13 J(N) = J(N,) ist. Klar ist, da13 
US a*(N,) ist. 
Sei nun gE N,. 0.B.d.A. konnen wir g = (1 + pu) annehmen, wobei 
/iEM* und u E M unimodular mit u,u = 0. Da u unimodular ist, ist 
p E M*J(N). Es existiert eine endliche Teilmenge Ic/ von Q mit 4 5 I$1 < co 
gerade und u = Cis $ Jiei, 2, E R. Es ist g E (NT)g. Sei 0.B.d.A. F*(R) 5 H 
nach Lemma I.17 und I.1 (b) und Aj = 0 fur ein j E $. Folglich ist nach 
Lemma 1.16(c) F,(J(N)) 5 N,. Damit ist a*(FJJ(N))) = (e:lljE II/, 
1 E J(N)) 5 U. Es existiert nach Lemma I.5 ein h E F,(J(N)) mit h I M, = 
g I M,. Sei x = gh -l. Nach Lemma 1.10(c) ist x das Produkt elementarer 
Matrizen aus ZV, womit man sich leicht iiberlegt, dal3 a*(x) 5 U ist. 
Folglich ist a*(g) = a*(xh) 5 a*(x) + a*(h) 5 U, womit a*(N,) = U ist. 
Sei h E N beliebig. Es existiert eine endliche, nichleere Teilmenge Ic/ von 
Q, I$[ 2 2, so daB heNti ist. Damit ist a*(h) =CisJ, (h - l)eFR. Wir 
zeigen fur alle j~$, da8 (h- l)e,?~ U ist. Nach Lemma I.17 und 1.1(b) 
konnen wir 0.B.d.A. F,(R) 5 H, annehmen. Nach Lemma 1.16(c) ist damit 
(e,TAliE(I/, lEJ(N))I U. 
Es ist fur i, in $, i # j, die Abbildung g = (1 - ej*e,) E F,(R) 5 H,. Nach 
Satz I.19 ist ghg-‘h-’ E N,. Fur alle k E a\$ existiert ein uk E M,, so dal3 
e,(h - 1) = uk ist. Ferner ist ek( g - 1) = 0. Nach Lemma I.9 ist 
ek(ghg-‘h-l - 1) = u,(g-’ - l)h-’ =ek(h - l)(g-’ - l)h-‘. Also ist mit 
(g-‘-l)=e,+e,und U=a*(N,)auch (h-l)e,*eih~‘e:EUfiiralleIEQ. 
Sei h-l IM, = (hij)i,jslL. Dann ist e&‘e: = h, fur i, 1~ +. Da e, und 
damit such e,h -’ unimodular sind, existieren ;1,~ R, so dal3 C,. cl h,l,= 1 
ist. Folglich ist C,,+ (h - 1) e,?e,h -‘e:l, = (h - 1) e: Cl,+ hi/A, = 
(h- l)e,* E U. 
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(g) Es ist NT5 ((1 +pu)lp~a*(N) und ueit4 mit op=O). Wir zeigen 
nun die Gleichheit. Sei p E a*(N) und u E M mit up = 0. Also ist p E M*J(N). 
Es existiert eine endliche Teilmenge $ von 1;2, so da13 u = Cic ti ii ej, Ai E R. 
Sei 0.B.d.A. A,=0 fur ein j~$. Nach Lemma 1.1(b), 1.16(c) und I.17 kon- 
nen wir F$(J(N)) s (NT)+ annehmen. Nach (f) und Lemma 1.16(b) existiert 
eine Teilmenge 8 von Q und elementare Matrizen (1 + piei) E N, mit 
Clss pi = p, wobei 0.B.d.A. 0~ I++. Mit F,(J(N)) 5 N, und Lemma I.5 
konnen wir fur alle i E 19 0.B.d.A. (1 + pu) 1 M, = (1 + piei) 1 M, = 1 
annehmen. Nach Lemma 1.16(a) und (b) sind fur alle 2 E R und je Ic/ 
die Abbildungen (1 + pine,) E N,. Insbesondere ist fur alle je Ic/ die 
Abbildung nie B (1 + p,Ajej) = 1 + (Iis e pi) Ajej = (1 + &ei) E N,. Folglich 
ist fl,E IL (1 + pAjer) = (1 + p(xj, IL ljej)) = ( 1 + pu) E N,. Damit ist N, = 
((1 +-~u)l~~~*(N) und ueM mit q=O). Q.E.D. 
Bemerkung. Die Unimodularitat von u in Prop. 1.20(b) kann durch 
Primitivitat nicht ersetzt werden. Beispiel: Sei fV E 52, K ein K&-per und 
R = K[x,, xJ der Polynomring mit den Unbestimmten xi und x2. Sei 
U = (e:, pi, p1 1 i E 52) der R-Rechtsuntermodul von M *, mit pi und pLz 
aus M* deliniert durch ejpi=xi fur alle j~o\{l,2} und ~~lM~,,~)=o, 
i = 1, 2. Es ist U ein (T)-Untermodul von M*. Sei H die SL-Gruppe mit 
a*(H) = U, welche wie in Prop. 1.20(d) gebildet ist. Wir betrachten h := 
(1 +pie,)(l +pZe,)=(l +p(x,e, +xzez)) mit ~LEM* deliniert durch 
ejp = 1 fur alle Jo 52\{ 1, 2) und p 1 Mtl,z) = 0. Es ist h eine Transvektion 
aus H, jedoch liegt p nicht in cc*(H). Dieses Beispiel zeigt ebenfalls, da13 in 
Prop. 1.20(e) im allgemeinen keine Gleichheit gilt. 
Wir sind nun in der Lage, SL-Gruppen in einer iibersichtlichen Weise zu 
beschreiben. 
SATZ 1.21. Sei IQ = 00 und Hs GL(Q, R). Dann sind dquiualent: 
(i) H ist SL-Gruppe. 
(ii) a*(H) ist ein (T)-Untermodul uon M* und H wird durch alle 
elementaren Matrizen (1 + pej), j E Q, p E a*(H) mit e,p = 0 erzeugt. 
(iii) a*(H) ist ein (T)-Untermodul von M* und H = 
((1 +pu)IpEa*(H), u~M, vp=O). 
(iv) a*(H) ist ein ( T)- Untermodul von - M* und H= 
(gEWA R)l~*(g)~a*W)). 
(v) a*(H) ist ein (T)-Untermodul uon M* und H=E(Q, R)cr.CH). 
Beweis. (ii), (iii), (iv) und (v)+(i): Allgemein gilt: 1st H, sE(Q, R) 
eine SL-Gruppe und H, 5 H, 5 E(Q, R), so ist such H, eine SL-Gruppe. 
Aus Prop. 1.20(d) folgt nun (i) aus (ii), (iii), (iv) bzw.(v). 
(i) * (ii): Nach Satz I.15 wird H durch elementare Matrizen erzeugt. 
36 BERTOLD LASCHINGER 
Nach Prop. 1.20(g) ist fur alle LIZ a*(H) und iesZ mit ejp=O stets 
(1 + pei) E H. Ferner ist nach Prop. 1.20(b) fur eine elementare Matrix 
(1 + pej) E H stets p E a*(H). Damit folgt nun (ii) aus (i). 
(i)+(iii): Nach Prop.I20(g) ist ((l+pu)Ip~a*(H), UEM, up=O) 
5 H. Nach Satz 1.15 wird H durch elementare Matrizen erzeugt. Folglich 
gilt oben die Gleichheit, was (iii) aus (i) zeigt. 
(i) * (iv): Sei g E E(S2, R) mit a*(g) s a*(H). Es existiert eine endliche 
Teilmenge II/ von s2, so da13 gE E(SZ, R)* ist. Nach Korollar I.12 existiert 
ein h E H, mit h 1 M, = g 1 M,. Wir setzen x = gh -‘. Es ist x E E(SZ, R)$ mit 
xl M, = 1. Nach Lemma 1.1(a) ist a*(x) s a*(g) + a*(h) s a*(H). Also ist 
fur alle ict,b stets pLi:=(x-l)eT~a*(H). Fur alle jell/ ist ejpi=O. Nach 
(iii), welches aquivalent zu (i) ist, sind die Abbildungen ti := 
(1+(x-l)eFe,)~H fiir iE+. Damit ist such ni,ti(l+(~-l)e~ei)= 
U+(x-Wis$ ere,) = 1 + (x - 1) = x E H. Dabei verwende man Lemma 
1.10(a). Also ist such xh = g E H. Damit folgt unmittelbar (iv) aus (iii). 
(i) 3 (v): Sei gEE(@ R) mit ga*(H)ra*(H). Wir zeigen, daD 
a*(g) E a*(H) gilt. Aus der Aquivalenz von (i) und (iv) folgt dann (v) aus 
(i). Es existiert eine endliche Teilmenge I++ von Sz mit g E E(SZ, R)+. Es ist 
a*(g)=C,Eti (g- l)eTR. Sei S= { p E M * 1 up = 0 fur alle u E M, }. Fur alle 
k~$ und YES ist ekg~=ek(g-l)~+eek~=e,~. Also ist glS=l. Da 
a*(H) nach Proposition 1.20(c) ein (T)-Untermodul von M* ist, existiert 
zu jedem icl(/ ein PIES, so da13 e,*+piEa*(H) ist. Damit ist (g-l)e’= 
g(e*+pi)-(eT+pi)Ea*(H), da gEE(Q, R)a*c,,j ist. Also ist a*(g)= 
CicJ, (g- l)e,TRGa*(H). Q.E.D. 
Bis jetzt haben wir SL-Gruppen immer beziiglich der kanonischen Basis 
beschrieben. Es gilt jedoch als unmittelbare Folge aus Satz 1.21: 
KOROLLAR 1.22. (a) Seien H, G 5 GL(Q, R) SL-Gruppen. Dann ist 
H= G genau dann, wenn a*(H) = a*(G) ist. 
(b) Sei H s GL(Q, R) und g E GL(Q, R). Dann ist H eine SL-Gruppe 
genau dann, wenn Hg eine SL-Gruppe ist. 
Beweis. (a) Folgt unmittelbar aus der Aquivalenz von (i) und (v) in 
Satz 1.21. 
(b) Es ist a*(Hg) =ChpH (hg- l)M* = g-la*(H). Nach Satz I.21 
reicht es zu zeigen, daD g-la*(H) genau dann ein (T)-Untermodul von 
M* ist, wenn a*(H) ein (T)-Untermodul von M* ist. Sei also a*(H) ein 
(T)-Untermodul von M* und y5 endliche, nichtleere Teilmenge von Q. Wir 
setzen vi := e, g-l, i E $. Da a*(H) ein (T)-Untermodul von M* ist, 
existiert zu jedem je II/ ein pje a*(H) mit eipj = 6, fur i E $. Es ist 
u,(gpj) = 6,. Es existiert eine endliche Teilmenge 8 von 52, $ E 8, mit 
VIE MB fur alle in $. Da a*(H) ein (T)-Untermodul von M * ist, existiert zu 
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jedem jell/ ein fij~a*(H), so dab ii,lMg=gpjjIM,. Sei pj:=gp’fij. Es ist 
jjg g-la*(H) mit ei,iij= 6, fur alle in II/. Also ist g-‘&*(H) ein (T)-Unter- 
modul von M*. 
Die Umkehrung folgt aus Symmetriegriinden. Q.E.D. 
TEIL II. DIE NORMALTEILERSTRUKTUR VON SL-GRUPPEN 
DEFINITION 11.1. Sei M = RCR) und U ein Untermodul von M*. Dann 
bezeichnen wir 
T(U)= ((1 +~v)[PE U, uEMmit tq=O) 
H(U)= (g~-WJ, R)la*k)S U> 
fur U # 0, und im Fall U = 0 setzen wir T(U) = H(U) = 15 GL(SZ, R). 
1st H 5 GL(B, R) eine SL-Gruppe und U ein Untermodul von a*(H), so 
folgt aus Satz 1.21, da13 T(U) und H(U) Untergruppen von H sind. 1st 
H(U) ein Normalteiler von H, so folgt aus Prop. 1.20(g), da13 H(U),= 
T(a*(H(U))) ist. T(a*(H(U))) ist damit Normalteiler von H. 
LEMMA 11.2. Sei Hs GL(Q, R) ein SL-Gruppe. 
(a) 1st U ein H-invarianter Untermodul von a*(H), so sind H(U) und 
T(U) Normalteiler in H. 
(b) Ist H(U) bzw. T(U) ein Normalteiler in H, so ist a*(H(U)) bzw. 
a*(T( U)) ein H-invarianter Untermodul van a*(H). 
(c) Ist a*(H)q 5 Us a*(H)y f tir ein Ideal q von R und Untermodul U 
uon a*(H), so ist a*( T( U)) = a*(H( U)) = U. 
Beweis. (a) Sei ge H(U) und hi H. Nach Lemma 1.1(b) ist 
a*(h-‘gh) = h-la*(g) 5 U. Folglich ist gh E H(U) fur alle ge H(U) und 
hi H. Damit ist H(U) ein Normalteiler von H. Analoges gilt fiir T(U). 
(b) Sei G entweder H(U) oder T(U). Da G ein Normalteiler in H ist, 
ist h-‘a*(G)=a*(Gh) = a*(G) fiir alle /ZCZ H. Folglich ist a*(G) ein 
H-invarianter Untermodul von a*(H). 
(c) Klar ist, da0 a*( T( U)) 5 a*(H( U)) 5 U ist. Wir zeigen nun Us 
a*( T( U)). Sei p E U und j E 52. Es ist eip E q. Nach Satz I.21 ist a*(H) ein 
(T)-Untermodul von M *. Also existiert ein q E a*(H)q s U mit ejq = ejp 
unde,q=OfiireinkEQ\(j}.Esist (l+r]e,), (l+(p-q)e,)~T(U)womit 
nach Prop. 1.20(b) q + (p -q) = ~1 Ea*( T( U)) ist. Q.E.D. 
PROPOSITION 11.3. Sei H 5 GL(Q, R) eine SL-Gruppe und U ein Unter- 
modul van a*(H). Dunn sind dquivalent: 
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(i) U ist H-invariant. 
(ii) Es existiert (genau) ein Ideal q uon R mit a*(H)qs Usa*(H)9. 
Beweis. (i)= (ii): Sei 0.B.d.A. U# (0) und a*(H),.= {,uEa*(H)Iejp 
= 0} fur jedes j E 0. Da H eine SL-Gruppe ist, iiberlege man sich leicht, 
da13 a*(H) = xjEn a*(H), ist. Sei ie 52 beliebig. Dann setzen wir q := 
COEU (z). Dabei bezeichnet m das Ideal von R, welches von (eiq) 
erzeugt wird. Da H eine SL-Gruppe ist, existiert nach Lemma I.3 zu jedem 
k E $2 ein g E H mit e,g = ek. Da U ein H-invarianter Untermodul von 
a*(H) ist, ist q = C, E u (z) = CIE II (z). Nach Satz I.21 wird H 
durch alle elementaren Matrizen (1 + pjej), j E Sz, pj E a*( H)j, erzeugt. Fur 
alle I]EU und A,,A,ER ist nach LemmaI.l6(b) (l+,ujdlej)& 
= ~2, + piA,ejqA2 E U. Folglich ist a*(H) q = (Cjgp a*(H)j) q = 
Cj-E* Cpcz*(H)I C,,E u &$s U. Nattirlich ist such uq E q fur alle u E M 
und q E U. Damit ist Uj a*(H)9. 1st a*(H)qs a*(H)9’ fur Ideale q, q’ von 
R, so ist qsq’. 1st also a*(H)qs U~CC*(H)~ und a*(H)q’S U~C~*(H)~‘, 
so ist q = q’. Dies zeigt die Eindeutigkeit von q. 
(ii) =P (i): Fur alle Transvektionen t = (1 + pu) mit p E a*(H) und u E M 
mit up = 0 ist nach Satz I.21 t E H. Fiir alle q E U ist (1 + pu)q = q + p(q). 
Da Usa* ist, ist (un)~q. Also ist p(un)~a*(H)q, womit tqE U ist. 
Nach Satz I.21 wird H durch alle Transvektionen der oben beschriebenen 
Form erzeugt. Also ist U ein H-invarianter Untermodul. Q.E.D. 
PROPOSITION 11.4. Sei Sz eine unendlich Indexmenge und M = R(O). 
(a) Sei U= (e,+liESZ). D ann ist Uq = U9 ftir alle Ideale q uon R. 
(b) Fiir ein Ideal q uon R ist (A4 * ) q = (M *)9 genau dann, wenn q als 
R-Linksmodul endlich erzeugt ist. 
Beweis. (a) Es ist Uq= (e,?Al jE52, IEq)= U9. 
(b) Sei zuerst q als R-Linksmodul endlich erzeugt und PE (M*)9. Fur 
alle jE Q sei ej,u = ;2i E q. Es existieren <i, . . . . 5, E q, so da0 q = I:= 1 Rti ist. 
Sei lj = C;= i A,<,, A, E R. Die Elemente pi, detiniert durch ejpi = I,, sind 
aus M*. Damit ist piSie(M*)q. Es ist C;=i pitie (M*)q. Ferner ist 
ejC;=i pili=C;=, lii<i=S=ejp fur alle jE9. Folglich ist p= 
C;=,pici~(M*)q, womit (M*)9s(M*)q ist. Da jedoch such (M*)q& 
(M*)9 ist, ist (M*)q= (M*)q. Sei q umgekehrt als R-Linksmodul nicht 
endlich erzeugt und {xi 1 ic I} ein Erzeugendensystem fur q als R- 
Linksmodul. Sei o.B.d.A., N z I, N E 52 und xi so gewahlt, dal3 <xi 1 i E N ) 
nicht endlich erzeugt ist als R-Linksmodul. Es ist p, definiert durch 
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i 
xi fur if2 N 
eip = 
0 sonst, 
ein Element aus (M*)4\(M*)q. Q.E.D. 
Bemerkung. In der Literatur (vgl. [ 1,2,7]) wurde bisher im wesent- 
lichen nur die Struktur der SL-Gruppen EF(s2, R) und E(S2, R) genauer 
untersucht. Urn das parallele Studium dieser Arbeiten zu erleichtern, stellen 
wir hier einige Zusammenhange der Bezeichnungen dieser Arbeiten und der 
von uns verwendeten zusammen. Einen detailierten Beweis mit Hilfe von 
Lemma 1.1, Lemma 1.10, Prop. 1.20 und Prop. II.4 iiberlassen wir dem 
Leser. 
Sei D eine unendliche Indexmenge und M= R@). Sei q ein Ideal von R. 
(a) Fiir U= (e,f+ljEsZ) ist T(Uq)=T(V)=EF(R,q) und H(Uq)= 
H( U4) = Kern n4 1 EF(s2, R) = GL(O, q) n EF(Q, R) 
(b) (i) T(M*4)=E(f2,q) und H(M*4)=Kernrr,IE(S1, R)= 
GL(Q q) n W, RI. 
(ii) Sei {piliEZ} eine Familie endlich erzeugter Linksideale vom 
Rmit~i.,pi=q(manwiihlez.B.Z=qund{p,=Rr~r~q}.Dann 
ist T(M*q) = E[Q, q] := nip, E(Q, pi) und H(M*q) = 
ECQ, 41. (GLG’, q) n JWG WI. 
SATZ 11.5. Sei H 5 GL(Q, R) eine SL-Gruppe und N eine Untergruppe 
von H. Dann sind iiquivalent: 
(i) N ist Normalteiler von H. 
(ii) a*(N) ist ein H-invarianter Untermodul von a*(H) und es ist 
T(a*(N)) 5 Ng H(a*(N)). 
(iii) Es existiert genau ein Ideal q von R und genau ein Untermodul U 
vona*(H)mita*(H)q~U~a*(H)PundT(U)~N~H(U). 
Beweis. (i) * (ii): Es ist h-la*(N) = a*(N”) = a*(N) fur alle h E H. Also 
ist a*(N) ein H-invarianter Untermodul von a*(H). Klar ist, da13 N 5 
H(a*(N)) ist. Nach Prop. 1.20(g) ist T(a*(N)) = (( 1 + pv) 1 p E a*(N), v E M, 
VP =0) = N,s N. Folglich ist T(a*(N)) s N5 H(a*(N)). Damit folgt (ii) 
aus (i). 
(ii) j (iii): Wir setzen U = a*(N). Da U H-invariant ist, existiert nach 
Prop. II.3 ein Ideal q von R mit a*(H)qs Usa*(H)q. Die Eindeutigkeit 
von U und q folgt aus Lemma 11.2(c) und Prop. 11.3. (iii) folgt nun aus (ii). 
(iii) j (i): Es ist nach Prop. II.3 U ein H-invarianter Untermodul von 
a*(H). Nach Lemma II.2 sind damit H(U) und T(U) Normalteiler von H. 
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Sei ge:N. Fur alle heH ist h-‘gh =h-‘ghg-ig. Nach Satz I.19 ist 
h-‘ghg-’ E EN,= r(U). Also ist gh E ZV, womit N ein Normalteiler von H 
ist. Dies zeigt (i). Q.E.D. 
SATZ 11.6. Sei H 5 GL(O, R) eine SL-Gruppe, q ein Ideal von R und U 
ein Untermodul von M* mit a*(H)qSUsa*(H)q. Dann sind H(U) und 
T(U) Normalteiler von H und es ist 
Beweis. DaB H(U) und T(U) Normalteiler in H sind, folgt aus Lemma 
II.2 und Prop. 11.3. Nach Prop. 1.20(g) ist H(U),= T(U). Wir zeigen zuerst 
H( U)/T( U) 2: (GL(S2, q) n EF(0, R))/EF(D, q). Mit der Bemerkung nach 
Prop. II.4 folgt, da0 (GL(B, q) n EF(Q, R))T= EF(sZ, q) ist. Sei im Folgen- 
den G entweder H(U) oder GL(Q, q) n EF(s2, R). Fur g, h E G sind 
aquivalent: 
(i) gG,= hG,. 
(ii) Es existiert eine endliche Teilmenge rl/ von !CJ und 
ein tE(GT)@, so da13g,hEGti mit gIM,=ht(M,. 
(11.6.1) 
Die Beweisrichtung von (i) nach (ii) ist trivial. Wir nehmen (ii) an. Es 
existiert eine endliche Teilmenge 8 von Sz mit ti s 8 und 4 5 101 gerade. Es 
ist g, ht E Gg. Sei y = g -‘(ht). Es ist y E GB und man iiberlege sich leicht, 
daI3 mit y E G, n G, und y 1 h4, = 1 such y 1 MB E E(8, J(G)) = E(B, J(G,)) 
ist. Nach Korollar I.12 existiert ein YE (GT)B mit jjI M, = yJ MO. Setze 
x=YY ---I. Es ist x E Ge mit XI Me = 1. Nach Lemma 1.10(c) ist x E G,. Also 
ist xj=y~G,. Folglich ist gyt-‘=h mit yt-‘EGT, womit gG,=hG, 
und damit (11.6.1) folgt. 
Zu jedem ge H( U) existiert ein go (GL(B, q) n EF(s2, R)) mit folgender 
Eigenschaft: Es existiert eine endliche Teilmenge $ von a, so da13 
gE H(U), und go (GL(Q, q)n EF(sZ, R)), ist mit glM, = glM$. Sei 
gp := &!?F(Q, q). Mit Hilfe von (11.6.1) iiberlege man sich leicht, da13 p 
unabhangig von der Wahl von 2 eindeutig bestimmt ist. Es wird 
p: H(U) + (GL(S2, q) n EF(sZ, R))/EF(Q, q) zu einem Homomorphismus 
mit Kern p = T(U). Wir zeigen nun noch die Surjektivitat von p. Sei 
g E (GL(Q q) n EF(sZ, R)). Es existiert eine endliche Teilmenge @ von 52 
mit goEF(sZ, R)$. Nach Lemma I.16 und I.17 kiinnen wir 0.B.d.A. 
(F&9 n GL(Q, 4)) 5 H(Q 5 H(U) annehmen. Folglich existiert ein 
h E H( U), mit h (M, = g ) M,. Damit ist p surjektiv, was H( U)/T( U) = 
(GL(Q, q) n EF(Q, R))/EF(Q, q) zeigt. 
Wir zeigen nun noch (GL(Q, q) n EF(Q, R))/EF(Q, q) N (GL(N, q) n 
EF(N, R))/EF(N, q). Sei 0.B.d.A. RJ ~8. Wir zeigen: 
(GL(Q, q) n EF(Q, R))I, .EF(Q, q) = GL(f2, q) n EF(f2, R). 
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Klar ist, da13 (GL(SZ, q) n EF(Q, R))N . EF(Q, q) 5 GL(O, q) n EF(Q, R). 
Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion. Sei g E (GL(a, q) n EF(Q, R)). 
Es existiert eine endliche Teilmenge $ von Sz mit g E F,(R). Ferner existiert 
eine Teilmenge 8 von N mit ltj/ = 1 f3 und $ n 8 = @. Es existiert ein 
hi GL($, q), so dal3 gl M,,, = (i y), wobei 1 die Identitlt GL(6, R) 
ist. Nach Lemma I.18 existiert ein i E E( @ u 8, q) mit (8 y) i = (A z). 
Also ist glM,,,.iE (GL($ u 8, q) n E(Il/ u f3, R))@. Es existiert 
ein tEEF(Q,q)nF+,,(R) mit tIMtiLv=i. Es ist gtrz(GL(Q,q)n 
EF(Q, R))@. Mit 8 % N ist damit gt E (GL(O, q) n EF(sZ, R)),, womit 
(GL(Q, q) n EF(sZ, R)), .EF(s;Z, q) = GL(f2, q) n EF(!& R) folgt. 
Mit dem ersten Isomorphiesatz aus der Gruppentheorie ist damit 
z (GLW, q) n EflQ, R)).IEF(Q, qh. 
Mit Hilfe von Lemma 1.10(c) iiberlege man sich leicht, dal3 (GL(Q, q) n 
EF(sZ, R)), = (F,(R) n GL(Q, 4)). EF(Q, q)N ist. Erneute Anwendung des 
ersten Isomorphiesatzes aus der Gruppentheorie ergibt 
= (F,(R) n GUQ, 4)) ~Ef’U& qh/Ef’(Q, qh 
= (F,(R) n GLW, q))lFdq). 
Insgesamt ist damit WWZlU) = (F,(R) n GW4 q))lF,(q) = 
(GUN 4) n Ef’tN W)I.WV 4). Q.E.D. 
Bemerkung. (a) Zur Bestimmung aller Normalteiler einer SL-Gruppe 
HI GL(SZ, R) benotigt man nach Satz II.5 und II.6 die Kenntnis von 
a*(H)q, a*(W, a*(H)V/a*(H)q fur alle Ideal q von R und die 
Normalteilerstruktur von EF(N, R). 1st a*(H) und der Idealverband von R 
bekannt, so sind a*(H)q, a*(H)4 und a*(H)4/a*(H)q leicht zu bestimmen. 
In [7] Kapitel V und VI wird fiir einige Klassen von Ringen R die 
Normalteilerstruktur von EF(N, R) angegeben. Es zeigt sich, daB die 
Bestimmung der Struktur von EF(N, R), welche allein von der Wahl des 
Rings R abhangt, schwierig ist. Fiir gewisse Klassen von Ringen R (vgl. 
z.B. [7, Kap. V Corollary 9.2 und Kap. VI Theorem 7.33) und alle Ideale q 
ist (GL(N, q) n EF(N, R))/EF( N, q) = 1. Nach Satz II.6 ist damit 
H( U)/T( V) = 1 fiir alle H-invarianten Untermoduln U von a*(H). 1st also 
R ein Ring mit dieser Eigenschaft, so gibt es eine 1-1-Beziehung zwischen 
den H-invarianten Untermoduln von a*(H) und den Normalteilern der 
SL-Gruppe H 5 GL(t2, R). 
(b) In einem Beispiel zeigen wir noch, da13 zu gegebener SL-Gruppe 
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H5 GL(B, R) und Ideal q von R im allgemeinen icht jede Untergruppe N 
von H mit T(a*(H)q) 5 Ns H(a*(H)4) Normalteiler in H ist. 
BEISPIEL. Sei R = Z, q= 22, H s GL(Q, R) eine SL-Gruppe mit 
a*(H)= (e,+, pljesZ>, wobei REM* ist deliniert durch ejp = 2 fur 
alle je Sz. H ist nach Korollar 1.22(a) eindeutig bestimmt. Es ist 
a*(H)q= (eF2, p21 j651) und a*(H)4= (e,?2, PI jEs2). Folglich ist 
,u~a*(H)~\a*(H)q. Sei N= (T(a*(H)q), (1 +p(ei-e,))) fur i, jE.Q, i#j. 
Es ist T(a*(H)q)sNsH(a*(H)4), da a*(1 +p(ei-ej))= (p) ist. 
Angenommen N ist ein Normalteiler von H. Mit N= N, und a*(N) = 
(a*(H)q, p) = a*(H)q ist nach Satz II.5 N= T(a*(H)q). Folglich ist fur alle 
k, l~Q\{i, j} mit kfl such (1 +~(e~--e,))eN. Da T(a*(H)q) ein Nor- 
malteiler in H ist (vgl. Lemma II.2 und Prop. 11.3) und da (1 + p(ei-e,)), 
(I+ de, - eJ) $ T(a*(H)q) (wegen p 4 a*(H)q), ist t = (1 + Aei - ej)) 
(1-~(ek-e,))=(1+~(ei-ei-e,+e,))~T(a*(H)q),dennIN:T(a*(H)q)J 
= 2. Folglich ist (t - 1 )e* = p E a*( H)q. Dies widerspricht jedoch unserer 
Wahl von a*(H) und q. 
1st R ein einfacher Ring, so ist fur jede SL-Gruppe H 5 GL(Q, R) entweder 
a*(H)q = 0 oder a*(H) fur jedes Ideal q von R. Folglich ist nach Satz II.5 
jeder Normalteiler von H trivial. 1st umgekehrt R nicht einfach, so ist 
05 a*W)qS a*(H) f iir ein nichttriviales Ideal q von R. Damit ist 
T(a*(H)q) nach Satz II.5 ein nichttrivialer Normalteiler von H. Es ergibt 
sich damit: 
KOROLLAR 11.7. Sei H s GL(Q, R) eine SL-Gruppe. Dunn ist H einfach 
genau dann, wenn der Ring R einfach ist. 
Bemerkung. 1st R = K ein (Schief-)Kbrper, so zeigten Clowes und 
Hirsch [S] die Einfachheit der Gruppen EF( N, K) und E( t+J, K). 1st R = K 
ein endlicher Korper, so zeigte Thomas [24], dal3 jede Gruppe H mit 
EF(N, K) 5 H 5 E(N, K) und IHI = ) NI einfach ist. Robertson zeigte in 
[Zl] Korollar 11.7, wenn H= EF(Q, R) ist. 1st H= E(O, R), so folgt 
Korollar II.7 aus einem Ergebnis von Arrell und Robertson in [l-3]. 
DEFINITION 11.8. Seien U und W Untermoduln von M* mit Ws U. 
Dann bezeichnen wir mit GL&Q, R)U die Gruppe aller ge GL(Q, R),, fur 
welche ein 1 E Z(R)* existiert mit (g - A) U 5 W. 1st q ein Ideal von R, so 
bezeichnen wir GL ,(a, q) ” := GL &sZ, R) Li n GL(B, q). 
LEMMA 11.9. Seien H, G 5 GL(Q, R), 1521 2 2 und entweder 
(1) lQ( = CO und H 5 GL(Q, R) eine SL-Gruppe, oder 
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(2) R ein nullteilerfreier Ring, a*(H) ein (T)-Untermodul von M* und 
zu jedem v # 0 aus M und jedem 0 # ,u E a*(H) mit up = 0 existiert ein 
O#Ae R, so daJ (1 +&)EH. 
Dunn sind Bguivalen t : 
(i) G~Z(GL(O,R)):=(A~EGL(SZ,R)(~EZ(R)*). 
(ii) [G, H] = 1. 
Beweis (vgl. im Fall (2) such [ 18, X2.61 und [ 171). Die Implikation 
von (i) nach (ii) ist trivial. Sei also (ii) vorausgesetzt. Nach Satz I.21 im 
Fall (1) und per Definition in Fall (2) ist a*(H) ein (T)-Untermodul von 
M*. Fur i, jE Sz, i # j, existiert ein p E a*(H) mit e,p = 0, ejp = 1 und ein 
0 # 1, E R (A, = 1, falls H eine SL-Gruppe ist), so da13 (1 + plie,) E H ist 
(vgl. Satz I.21 ). 
Sei gEG. Dannist (1 +$,ei)=g-‘(1 +pA,ei)g= 1 +g-‘$,eig. 
Sei s := g-l@, e, g. 
Dannist i,eig=ejgs=(ejgpl,)e,, wobei (ejgpl,)E R. (11.10.1) 
Da 1, = 1 bzw. R nullteilerfrei st bedeutet dies gerade, daD zu jedem k E Sz 
ein ,?.g, E R* existiert mit ek g = 12fe,. Es existiert ein q E a*(H) mit ejq = 0 
und eiq = 1. Damit ist (e, - e,)(p + q) = 0. Also existiert ein 1, # 0 (A, = 1, 
falls H eine SL-Gruppe ist), so da13 (1 + (p + q) Iz(ei - ei)) E H. Analog wie 
in (11.10.1) ist 
wobei 2, := (e,g(p + q)&). 
Aus der linearen Unabhangigkeit von ei und ej folgt, da13 1,1: = 2, und 
&A; = 1,. Folglich ist mit J., = 1 bzw. der Nullteilerfreiheit von R 
A:==?=: 1, fur alle i, jESZ. Fur alle PER ist (ei-pe,)(p + qp)=O. Also 
existiert ein & #O (A, = 1, falls H eine SL-Gruppe ist) aus R*, so daD 
(1 + (p+ qp) n,(e,-pej)E H. Wie in (11.10.1) ist I,(&ei-p&e,)= 
~3(ei-Pj)g= (eidP + VP)) &(ei--Pj). Sei J2 := (e,dv + f/P)) 123. 
Aus der linearen Unabhangigkeit von ei und ej folgt A,,$ = 1, und 
AJplz, = &p. Also ist ;l,A,p = A3p&. Aus A, = 1 bzw. der Nullteilerfreiheit 
von R folgt, dal3 I,p = pd,. Dies bedeutet gerade, dal3 A,EZ(R)*. Folglich 
ist g E Z(GL(O, R)). Q.E.D. 
LEMMA 11.10. Sei Hs GL(Q, R) eine SL-Gruppe, q ein Ideal von R und 
W ein Untermodul van a*(H) mit a*(H)q 2 Ws a*(H)Y. Dunn ist 
[GL,W, R)a*(H)r HI = T( WI. 
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Beweis. Den Beweis fiihren wir analog zu [16]. Wir zeigen zunachst: 
Zu jedem g E GL(S2, q) und jedem j E 0 existiert ein 
tET(W)miteig=ejt. (11.11.1) 
Sei g E GL(SZ, q). Also existiert eine endliche Teilmenge II/ von Sz, 111/l 2 2, 
mit j~$ und ejg=ej+CieIL&ei, &~q. Sei 0.B.d.A. $= (1, . . . . n}, j= 1 
und A,, = 0. Mit ej ist ejg unimodular. Also existieren pin R, ie $, mit 
(1 + I,)p, + C;=, lipi = 1. Nach Korollar I.12 existieren die Abbildungen 
t, E H, und fZ, t, E T( IV), mit 
t,)M$=(l-e,*e,) 
n-l 
t2(Me= fl (1 +efijej)(l +e:Ale,) 
i=2 
n-1 
t3lM$= n (1 -e*PjAle,), 
i= 1 
denn nach Lemma II.2 und Prop. II.3 ist T( IV) ein Normalteiler in H. Also 
ist t:=t,t2t;lt3ET(W) mit e,t=e,g. 
Sei g E GL dQ, WaatHJ und t E H beliebig. Wir zeigen gtg -‘t -r E T( IV). 
Da H nach Satz I.15 durch elementare Matrizen erzeugt wird, konnen wir 
0.B.d.A. t = (1 + pej) fiir p E CC*(H) mit ej,u = 0 annehmen. 
Da g E GLdQ, RLacHj, existiert ein 1 E Z(R)* mit (g - J 1) a*(H) 5 W. 
Setze g:=(I-‘1)g. Es ist (g- 1) a*(H)5 W , also ~EGL&Q, q).rcHj. 
Nach (11.11.1) existiert ein hi r(W) mit ejh =e,& Sei x := h-l& Es ist 
(x - 1) a*(H) = [(h m1 - I)(2 - 1) + (h-l - 1) + ($ - l)] a*(H) s W. 
Folglich ist xtx -‘t -’ = [x, t]=(l +(x- l)pej)~T(W). Es ist [g, t] = 
[g, t] = [hx, t] = [x, tlh-‘[h, t]. 
Da T(W) nach Lemma II.2 und Prop. II.3 ein Normalteiler von H ist, ist 
[g, t] E T(W). Also ist [GL&Q, R)or.cHjr H] i T(W). Es ist r(W) 5 
GLdQ, R)olv,j. Folglich ist nach Satz I.19 T(W) 5 [GL,(Q, R)..cHj, H]. 
Damit gilt die Gleichheit, womit das Lemma gezeigt ist. Q.E.D. 
Wir sind nun in der Lage, eine Antwort auf die Frage II(b) aus der 
Einleitung zu geben. 
SATZ II.1 1. Sei H 5 GL(O, R) eine SL-Gruppe und G 5 NGLcn,R,( H) = 
GL(Q, R)c*w. Dann sind Equivalent: 
(i) H normalisiert G. 
(ii) Es existiert genau ein Ideal q von R und genau ein Untermodul W 
von a*(H) mit a*(H)q 5 Ws a*(H)4 und T(W) 5 G <= GLw(Q, R)a.cHj. 
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Beweis. Wir nehmen zuerst (i) an und zeigen (ii). Es ist G n H ein Nor- 
malteiler in H. Nach Satz II.5 existiert genau ein Ideal q von R und genau 
ein Untermodul W von a*(H) mit a*(H)q 5 Ws rr~*(H)~, so da13 T(W) s 
G n Hs H( W). Sei q # 0. 1st q = R, so ist T( W) = H und GL,(Q, R)r*CH) = 
NGLcn,R,(H), und (ii) ist erfiillt. Sei also q# R. Dann ist xJH)~ 
GL(SL, R/q) eine SL-Gruppe mit [rc,(G), II,(H)] = 1. Nach Lemma II.9 ist 
n,(G) 5 Z(GL(O, R/q)). Damit iiberlege man sich leicht, da13 G 5 
GL a*~#, R)aw Sei a*(H), := (p E a*(H)) e;p = 0} fiir in Sz. Da a*(H) 
ein (T)-Untermodul von M* ist (vgl. Satz 1.21) sieht man leicht, daD 
a*(H)=Ciena*(H)i. Sei gEG beliebig. Da gEGLa.(,,jB(Q, R)a.(Hj, 
existiert ein J E Z(R)* mit (g - ,4 1) a*(H) s a*(H)4. Wir zeigen: 
(g-Al)a*(H)s W. Mit (g-~l)a*(H)=((13-‘~l)g-l)(~~l)a*(H)= 
((A-‘.l)g-l)a*(H) konnen wir 0.B.d.A. A=1 und (g-l)a*(H)E 
CC*(H)~ annehmen. 
Angenommen (g- 1) a*(H) s& W. 
Dannist (g- 1) u 
i 
a*(H)i 
1 
& W. Also existiert ein j E a (11.11.1) 
ien 
undeinpEa*(H),mit(g-l)p$ W. 
Nach Satz I.21 ist t = (1 + pej) E H. Es ist rcq( g) = 1. Also ist g E GL(SZ, q) 
und es existiert eine endlich Teilmenge II/ von 52 mit je +, Aim q und 
ej g --I = ej + Xi6 $ liei. Da t E H die Gruppe G normalisiert und 
G S NcLcn,Rj(W is4 ist gtg -‘t-l E Hn G. Also ist (gtg-‘t-’ - l)M* E W. 
Folglich ist 
(gtg-‘t-l- l)e,* = [(F’-- l)t-‘+ (t-l - l)] ej* 
=(gpejgP1(l -pej)---ei)ej* 
=(gpejgp’(e,*-p)-p=gp ej+ C I-e. (e;“--p)-p 
( ;.,4 
= gp?jt?F + gp C L,eiej* - gp C Il,e,p -p 
ie$ ie$ 
=g/i++&-g/Je 1 liei/l-/lE W. 
iEti 
Es ist lli E q fiir iE $. Damit ist gpAj - gp Cic ti Aieip E a*(H)q E W. Also 
ist (g - 1) p E W. Dies widerspricht jedoch (II.1 1.1). Also ist 
(g- 1) a*(H)s W, womit gE GLw(CJ, R)=.(“) ist und (ii) gezeigt ist. 
Sei umgekehrt (ii) angenommen. Sei g E G. Es ist g E GL,(Q, R)a.cHJ, 
und fiir alle hi H ist hgh-’ = gg-‘hgh-‘. Nach Lemma 11.10 ist 
g-‘hgh -’ E T( W). Also ist hgh -’ E G. Q.E.D. 
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Bemerkung. Sei 152(= co, H= E(Q, R) und q ein Ideal von R. Dann ist 
a*(H) = M*. Folglich ist GL,.,(Q, R)M. = GL’(SZ, q) genau das inverse 
Bild von rrq des Zentrums von GL(Q, R/q). Damit verscharft Satz II.11 eine 
Ergebnis von D. G. Arrell [ 1,2] fur diesen Spezialfall (zur Bezeichnung 
vergleiche die Bemerkung nach Prop. 11.4). 
Aus Lemma 11.2(c), Prop. 11.4(b) und anschliel3ender Bemerkung sieht 
man leicht, da13 ein Ideal q von R genau dann als R-Linksmodul endlich 
erzeugt ist, wenn T(M*q) = T(M*4) = E(Q, q) ist. Damit folgt ein Ergebnis 
von D. G. Arrell und E. F. Robertson [3] aus Satz 11.11. 1st Sz = N, U= 
(e: lj~ N ), so folgt T( Uq) = T( Vy) = EF( t+J, q) (vgl. Prop. II.4 und 
anschliel3ende Bemerkung). Die Stabile Lineare Gruppe, wie sie 
beispielsweise bei H. Bass in [7] definiert ist, ist Untergruppe von 
N cx(~,,,WU% R))- M an iiberlege sich nun leicht, daD die Ergebnisse von 
H. Bass [6,7] iiber die Struktur der Stabilen Linearen Gruppe unmittelbar 
aus Satz II.1 1 folgen. 
Sei Hs GL(S2, R) eine SL-Gruppe und U ein Untermodul von a*(H), so 
dal3 T(V) ein Normalteiler von H ist. Es stellt sich die Frage: 1st 
a*(T(U))= U? Existiert ein Ideal q von R mit a*(H)qS U5a*(H)4, so 
folgt a*(T( U)) = U aus Lemma 11.2(c). Im allgemeinen ist dies jedoch 
falsch. 
BEISPIEL. Sei K ein Korper, R der Polynomring iiber K mit den 
Unbestimmten xi, in N, q das Ideal von R, welches durch alle xixj, i, Jo N, 
erzeugt wird und p das Ideal von R, welches durch alle xi, ie tY, erzeugt 
wird. Sei M=R(“), H=E(N, R), ~LEM* deliniert durch ejp=xj, jEN), 
und U= (M*q, p). 
BEHAUPTUNG. T(U) ist ein Normalteiler von H = E( k4, R) mit 
a*( T( U)) = M*qs U. 
Beweis. Da13 M*q $ U ist, ist trivial. Sei 5 E U beliebig, 0 # v E M 
mit vl=O und t=(l+<v). Wir zeigen: a*(t)sM*q. Mit M*qsU 
ist T(M*q) 5 T(U). Nach Lemma 11.2(c) ist a*(T(M*q)) = M*q. Also 
ist a*( T( U)) = M*q. Folglich ist T(M*q) 5 T(U) 5 H(M*q). Mit 
a*(E(N, R)) = M* ist nach Satz II.5 T(U) ein Normalteiler von H= 
E(kd, R) mit a*(T(U))=M*q$ U. 
Wir haben also nur noch a*(t) g A4*q zu zeigen. Es existiert ein q E M*q 
und il~R, so da13 c=p;1+q ist. Es ist O=v<=v~~+v~. Mit ~]EM*~ ist 
vp;l E q. Sei v = Cl= 1 liei fur n E lV und lie R. Es existiert zu jedem 
i = 1, . . . . n ein ki E K und pi.e p mit Izi = k, + pi. Also ist upA= x1= 1 k,x,1 + 
C;= 1 pixil. Mit XI= 1 pixil E q ist C;= i kixilZE q. Dies ist jedoch 
nur moglich, wenn C:= I kixil = 0 oder Ieq ist. 1st 1~ q, so ist 
+lE M*q, womit a*(t) I M*q. Sei also C;= I k,xill = 0 und J, #O. Damit - 
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ist ki= 0 fur i= 1, . . . . n. Folglich ist a*(t)= (t- l)M* = ruM* & 
(/d + tj) C;= 1 pieiM* G CIp + rip E M*‘. Q.E.D. 
Vermutlich existieren ebenfalls Untermoduln U von a*(H), so da13 zwar 
H(U) ein Normalteiler der SL-Gruppe H 5 GL(Q, R) ist, jedoch 
a*(H( U)) $ U. Es war uns jedoch bisher nicht moglich ein Beispiel dazu 
anzugeben. 
TEIL III: ISOMORPHISMENTHEORIE BEI SL-GRUPPEN, WELCHE ALS VOLLE 
UNTERGRUPPEN DER AUTOMORPHISMENGRUPPE INES 
VEKTORRAUMS AIJFTRETEN 
R bezeichnet in diesem Teil der Arbeit durchweg ein Ring, fur welchen 
ein (nicht notwendig kommutativer) Quotientenkorper K existiert (d.h. 
K={ab-‘IuER, b~R\{0}}={6-‘a~a~R, b~R\{0}}). Dabei werden 
wir R stets als Unterring von K auffassen. Ferner bezeichnen wir mit V 
einen K-Vektorraum von unendlicher Dimension. Sei 0.B.d.A. V= ZP) fur 
eine unendliche Indexmenge a. 
DEFINITION 111.1. Sei U ein (T)-Unterraum von I/*. H 5 GL( V) (oder 
IE(fi, K)) hei& voll (mit Transvektionen) beziiglich U, wenn - 
(1) Zu jedem p E U und u E V mit up = 0 ein A E K* existiert, so da8 
(1 + &) E H ist. 
(2) 1st (1 + pu) E H eine Transvektion, so ist p E U. 
Bemerkung. Diese Definition geht auf O’Meara zuruck (vgl. [ 10, 17, 
181). Wir untersuchen in dieser Arbeit speziell nur volle Untergruppen von 
E(Q, K), )521 = co. 
1st dim V= lsZ/, so konnen wir M= R (a) als Teilmenge von V auffassen. 
Im Folgenden bezeichnen wir stets mit 
fur jeden Untermodul U von M*. Man iiberlege sich leicht, da13 KM = V 
ist. Im allgemeinen ist jedoch M*K# V*. Als Beispiel (G’Meara [ 171) 
wlhle man K=Q, R=Z, M=Z(“) und V= QcN). p definiert durch 
ejp = l/j, je f+J, ist ein Element aus V*\M*Q. 
481/122/1-4 
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BEISPIEL 111.2. Sei H 5 GL(SZ, R) eine SL-Gruppe. Dann ist H als 
Untergruppe von GL(KM) eine volle Gruppe bzgl. or*(H)K. 
Beweis. Es ist E*(H) nach Satz I.21 ein (T)-Untermodul von M*. Also 
ist a*(H) K ein (T)-Unterraum von (KM)*. Sei p E tl*( H) K und v E KM mit 
VP = 0. Da K der Quotientenkorper von R ist, existieren 2, AZ E K*, so da13 
~1, ECI*(H) und 1,veM ist. Es ist L1L2 E K*, und nach Satz I.21 ist 
(1+&1,v)~H. 
Sei t = (1 + pv) E H eine Transvektion. Fur alle q E M* ist p(q) E cl*(H). 
Mit t # 1 per Definition ist v # 0. Daher existiert ein i E M * mit vi # 0. Es 
ist l/vi E K. Folglich ist ,u = I l/(vi) E a*(H) K. Q.E.D. 
Im Folgenden bestimmen wir einige Invarianten voller Untergruppen von 
E(SZ, K), urn damit die Isomorphismen zwischen ihnen zu klassifizieren. In 
der folgenden Definition bezeichnen wir zwei (vorerst willkiirliche) Typen 
von Isomorphismen zwischen vollen Gruppen. Es wird sich jedoch spater 
zeigen (Satz 111.12), daI3 dies die einzig miiglichen Isomorphismen zwischen 
vollen Untergruppen von E(s2, K) sind. Fur eine Transvektion t E GL( V) ist 
Kern V(t - 1) die Achse und Bild V(t - 1) das Zentrum von t. 
DEFINITION 111.3. Seien Ui 5 V* (i = 1, 2) ( T)-Unterraume, Hi 5 GL( V) 
voile Untergruppen bzgl. Ui und !R H, + H, ein Isomorphismus. Dann 
heil3t Y von 
Typ 1, falls Y Transvektionen zu gleichem Zentrum wieder auf Trans- 
vektionen zu gleichem Zentrum abbildet. 
Typ 2, falls Y Transvektionen zu gleichem Zentrum auf Trans- 
vektionen zu gleicher Achse abbildet. 
Jede Konjugation mit einem Element y aus der Gruppe aller semilinearen 
Automorphismen IL(V) von V induziert einen Isomorphismus zwischen 
vollen Untergruppen von GL( I’) von Typ 1. Im Folgenden beschreiben wir 
einen Isomorphismus von Type 2. Wir bemerken hier, da0 unser erstes Ziel 
in Teil III, die Klassifikation der Isomorphismen zwischen vollen 
Untergruppen von E(SZ, K) in Satz 111.12, bereits aus einem Ergebnis von 
O’Meara [17] folgt. Wir werden hier einen alternative Beweis zu diesem 
Ergebnis angeben, welcher speziell auf volle Untergruppen von E(Q, K) 
zugeschnitten ist. 
LEMMA 111.4. Sei U ein (T)-Unterraum von V* und y: V-r U ein 
semilinearer Isomorphismus des Links-K- Vektorraums V auf den Rechts-K- 
Vektorraum U mit Begleitantiautomorphismus n von K (d.h., ftir alle VE V 
und 1~ K ist (k)y = (vy)n”). Dann ist die Abbildung y’, definiert durch 
w(vy “) := (v( WY))“-’ ftir alle v, w E V, eine injektive, semilineare Abbildung 
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von V in V* mit Begleitantiautomorphismus n -I von K. U” := Vy” ist ein 
( T)- Un terraum von V *. 
Beweis. Dal3 y” eine semilineare Abbildung von V in V* mit 
Begleitantiautomorphismus n -’ ist, rechnet man mit der delinierenden 
Eigenschaft von y0 leicht nach. Wir zeigen nun die Injektivitat von yO. 
Sei vy” = wy” fiir v, w E V. Dann ist fur alle z E V stets 0 =z(vy”) - 
z(wy”) = ((0 - w)(zy))“~I. Da U = Vy ein (T)-Unterraum von V* ist muI 
v - w = 0 sein. Also ist y0 injektiv. 
Wir zeigen nun, da13 U” = VyO ein (,T)-Unterraum von V* ist. Sei 0 # v 
ein beliebiger Vektor aus V. Mit [ 12, 1X.7. Lemma] reicht es zu zeigen, 
da13 ein p E U” existiert mit VP # 0. Dazu nehmen wir an, es existiert kein 
p E U” mit VP ~0. Also ist v(wy”) = (w(vy))“-’ =0 fur alle w E V. Folglich 
existiert ein vy =: p E U, so da13 fiir alle w E V stets wp = 0 ist. Dies ist 
jedoch nur moglich, wenn vy = p = 0 ist. Da jedoch v # 0 nach Vorausset- 
zung ist, kann y damit kein Isomorphismus ein. Dies widerspricht unserer 
Annahme iiber y. Q.E.D. 
Sei U ein (T)-Unterraum von V * und H 5 E(Q, K) voll bzgl. U. Klar ist, 
dal3 a*(H,) = U ein H-invarianter Unterraum von V* ist. Sei ge H. Mit 
gE E(a, K) existiert eine endliche Teilmenge II/ von Sz und vie U mit 
qiIM+=ee,*, iE$, SO da13 a*(g)=Cieti (g- l)e,?K=Cieti (g- l)qiKs U 
ist. Folglich ist x*(H) = U. Sei dim V= dim U und y: V -+ U ein 
semilinearer Isomorphismus mit Begleitautomorphismus z Sei “ “’ wie in 
Lemma 111.4. Durch 
vb?J) := (g-YVY)W’ 
fur alle v E V und g E H, wird (gp,) zu einer Abbildung auf V (vgl. 
Prop. 1.20(a)). Sei I,, 1, E K und vi, v2 E V. Damit ist (I,v, + I,vZ)(gp,) = 
I,(v,gp,)+J.2(v2gpy) undO=(v(gp,))fiir ein VE Vgenaudann, wenn v=O 
ist. Damit ist (HP,) eine Teilmenge von GL( V). Fiir alle g, h E H und alle 
VE V ist v((gp,,)(hp,))= (h-‘(((g-‘(vy))y-‘)y))y-‘=v(gh)p,. Ferner ist 
v=v(gp,)= (g-‘(vy))y-’ genau dann, wenn g-‘(vy)=vy ist. Da y ein 
Isomorphismus und Vy ein (T)-Unterraum von V* ist, ist dies nur moglich 
fur g = g-’ = 1. Also ist py ein Isomorphismus von H in GL( V). Sei 
(1 + pw) E H eine Transvektion. Fur alle v E V ist v( 1 + pw)py = 
((1 - PW)(VY))Y -’ = ((VY) - (PW)(VY)W’ = v - wd(vY))Y-’ = 
v - (w(vy))“-‘(py-‘) = v - v(wy”)(py-‘) = ~(1 - wyO)(py-I)). Also ist 
(1 + pw)p, = (1 - (wy”)(py -I)). Mit Lemma III.4 ist U” ein (T)-Unterraum 
von V*. Also ist Hp, eine volle Untergruppe von E(S2, K) bzgl. U”. Ferner 
iiberlege man sich leicht, daB py ein Isomorphismus von Typ 2 ist. 
Sei v, w E V. Damit ist w(g -‘p,)(vy”) = (g(wy))y -‘(vy”) = (v(g(wy)))“-’ 
= ((vg)(wy))“-I= w(vg)y” fur alle ge H. Damit ist, wenn man pyO auf 
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Hp, analog zu py auf H deliniert: u(gpy)py~=(g-lpy(oyo))(y”)--l= 
((vg)y”)(y”) -’ = vg fur alle UE V. Also ist 
(P,) -l = Py”. (111.4.1) 
Bemerkung. Der Isomorphismus pY wird tiblicherweise in der Literatur 
in einer anderen Form angegeben (vgl. [9, 10, 17, 181. Er entspricht einer 
Abbildung g + y&-l, wobei y ein semilinearer Isomorphismus von V auf 
U und 2 die zu g E H contragrediente Abbildung auf U ist. 
Unser Ziel ist es, Gruppen von Transvektionen zu einem Zentrum bzw. 
einer Achse gruppentheoretisch zu charakterisieren. Fur einen nicht- 
trivialen Unterraum W von V bezeichnen wir fur H 5 GL( V): 
HR,:={g~H~jgl WEZ(GL(W))} 
HL,:= {gEHJ gl V/WEZ(GL(V/W))} 
HR,L := {gE H,I gl W= 1, gl V/W= l}. 
Fur einen Unterraum W von V und einen (T)-Unterraum U von V* 
bezeichnen wir 
W~:={~~E~u~=Ofiiralleu~ W} 
und 
W’,:= {UE VIz+=Ofiiralle~L Wb}. 
Im allgemeinen ist Ws W,, jedoch W # Pu. 
BEISPIEL. Sei 52 = N und V= K (O). Es ist W= (e, +ejljE N\(l)) ein 
echter Unterraum von V. Sei U = (e,+ 1 je N ). U ist ein (T)-Unterraum 
von V * und es ist W$ W’(i = V. 
Man iiberlege sich jedoch leicht, da13 fur alle (T)-Unterrlume U von V* 
und alle Unterrlume W von V stets (W,),= W’v ist. Im Folgenden 
bezeichnet A, die Menge aller nichttrivialen Unterrkme W von V mit 
W” = W fur den (T)-Unterraum U von V*. 
LEMMA 111.5. Sei W ein Unterraum von V, U ein (T)-Unterraum von V* 
und H 5 E(Q, K) eine voile Gruppe bzgl. U. Dann gilt: 
(a) Ist W # 0 endlichdimensional, so ist WE A “. 
(b) Sei p’:=@“,. Dann ist H,sHw, H$fLsHF, und o(g-1)o W 
ftir gEHwundvE w\W. 
Beweis. (a) Folgt sofort, da U ein (T)-Unterraum ist. 
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(b) Sei 0.B.d.A. F# W und v E P\ W. Angenommen es existiert ein 
gE Hw mit v(g- 1) 4 W. Dann existiert ein p E V* mit W/J = 0 fur alle 
WE W und v(g- l)p#O. Es ist w(g- l)p=O fur alle WE W, da gEHw. 
Also ist (g-l)pE WA, da U=cr*(H) ist. Mit v(g-l)p#O ist jedoch 
u 4 @. Dies widerspricht unserer Annahme tiber u. Damit ist v(g - 1) E W 
fur alle v E F\ W, womit H, d Hw. Fur alle u E W, p E V* und g E HR,L ist 
o(g- l)p=O. Damit ist (g- l)pe Wt. Also ist z(g- l)p=O fur alle 
z E r und p E V*. Damit ist zg = z fur alle z E p, womit g E Hf$‘. Also ist 
HRL 5 HRL w- W’ Q.E.D. 
LEMMA 111.6. Sei U ein (T)-Unterraum von V*, W # {0}, W ein 
Unterraum von V und H s E(f2, K) eine voile Gruppe bzgl. U. Ist 
W := W, # V, so ist 1 # HLL s Hg und es gilt: 
(a) Sei i?# 1 eine Untergruppe von HgL und N = (fig ( g E H,). 
Dann ist N ein Normalteiler von H, und es ist C,(N) = HF. Insbesondere 
ist Hg eine maximalabelsche Untergruppe vom H. 
(b) N,(HR,L) = Hw. 
(c) Zst A eine maximalabelsche Untergruppe von H mit N,(Hg) 5 
N,(A), so ist A = H$‘. 
Beweis. 1st p# V, so ist WA # (0). Da H voll mit Transvektionen 
bzgl. U ist, existiert zu jedem 0 #p E Wh E U und 0 # v E W ein i E K* mit 
(1 + ~10) E HR,L. Insbesondere ist HR,‘ # 1. Dal3 HR,‘ 5 H$ ist, folgt aus 
Lemma 111.5(b). 
(a) Klar ist, da13 N ein Normalteiler von Hw und Ns H$ ist. Wir 
zeigen :
(i) N enthhlt eine Transvektion. 
Sei g # 1 aus N. 1st dim W= 1, so ist g bereits Transvektion. Sei also 
dim W > 1 und 0.B.d.A. B w := { ei 1 i E I} eine Basis von W mit IE 0. Da H 
eine volle Gruppe bzgl. U ist, existiert ein h E HL,, so da13 h 1 W eine elemen- 
tare Matrix (bzgl. der Basis B w) ist. Zu jedem k E !2\Z existieren uk und ok 
aus W mit e,g=e,+u, und e,h=e,+v,. Mit g#l ist u,#O fur ein 
Jo 52\1. Da H bzgl. U voll mit Transvektionen ist, konnen wir h 
so gewahlt annehmen, daIj u,(h - 1) # 0 ist fur ein je C?\Z. Wir setzen 
t=ghg-‘h-‘EN. Es ist tl W= 1. Nach Lemma I.9 ist ek t = 
ek + uk(h - 1) g -‘h -’ fur alle k E 52\Z. Da h 1 W eine elementare Matrix ist, 
ist 0 # V( t - 1) = W(h - 1) g -‘h -’ ein 1-dimensionaler Unterraum von W. 
Also ist t # 1 eine Transvektion aus N. 
(ii) Sei (1 + pu) E N Transvektion, rj E HR, (j = 1, . . . . n), ri E HG 
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(i = n + 1, . ..) m), mEN. Dann existieren lj,li~Z(K)* mit rjIW=;ljl, 
j = 1, . ..) n, und r, I Wh = 1,1, i= n + 1, . . . . m und es ist 
(1 + ( i 
j=l 
rj/dF’)( f i;‘Uri)) EN. 
i=n+l 
Es ist 
= i=fi+ 1 (l  (C, ‘j%‘) v)r’ 
=( l+@, rjPAY1)(iz+l AF1vri)). 
Klar ist, da13 N 5 HF 
C,(N) S HF ist. 
ist. Damit ist H$s C,(N). Wir zeigen nun, da13 
Sei gEC,(N) und L,:= (ALE V*l es existiert ein Transvektion 
(l+pu)~N) und S,:= {VE VI es existiert ein Transvektion (1 + pv) E N}. 
Fiir alle Transvektionen (1 +pv)~N ist (1 +pu)=g-‘(1 +pv)g= 
(l+g-‘pvg). Also ist (g-‘p)=(gp)=(p) fur alle ~LEL~ und 
(vg) = (v) fur alle v E S,. Da Hz E(Q, K) eine volle Gruppe bzgl. U ist, 
iiberlege man sich leicht, da13 HL,I W auf W bzw. HR,( Wt auf Wh 
irreduzibel operiert. Nach (ii) ist damit (LN) = WA und (S,) = W. Damit 
ist (pg) = (p) fur alle PE Wh und (vg)= (v) fur alle VE W. 1st 
dim W-c co, so ist W= IVund damit gl WEZ(GL(@)). 1st dim W= co, so 
ist gl W= 1, da gEE(Q,K). Fur alle ALE V* und alle VE W ist 
v(g- l)p=O. Also (g- l)p~ Wi. Folglich ist z(g- l)p=O fiir alle ZE m 
und ALE V*. Also ist gl IV= 1. Damit haben wir gezeigt, da13 
gImEZ(GL(P)) ist und gl WbeZ(GL(Wb)). Sei gl Wh=Al fur 
2 E Z(K)*. Fur alle DE V und p E Wb ist v(g- Ll)p =O. Also ist 
u(g-Il)E w fur alle DE V, womit gl V/WEZ(GL(V/~)) ist. Mit 
ge H 5 E(SZ, K) ist entweder gl W oder g ) V/r die Identitat. Da jedoch 
gEC,(N) ist, ist gl r= 1 und g( V/w= 1. Damit ist geHg, und der 
Beweis von (a) ist vollsttindig. 
(b) Klar ist, daD HmS N,(HF) ist. Sei nun ge N,(HE). Zu jedem 
0#/1E WA und zu jedem 0 #v E I? existiert ein J-E K*, so da13 
(1 +/L~v)E H; ist. Also ist (1 + g-‘&g) E Hf$, womit vg E w ist. Dies 
bedeutet aber gerade, da13 gE Hw ist. Also ist N,(Hg) 5 Hw, womit 
insgesamt NH( HF) = Hw folgt. 
(c) (i) Es existiert ein a # 1 aus A und ein 0 # v E @ mit va E I? 
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Angenommen (i) ware falsch. Es existiert ein 1 #a E A. Da U ein 
(T)-Unterraum von V* ist, existiert ein 0 #p E U und ein 0 #u E w mit 
o~,u=up=O. Fur ein ~EK* ist ~=(~+&)EH~=N,(HF). Es ist 
t~‘ata~‘=(l -/&+a&X+)EA, da t E N,(HF) = HP< N,(A) ist. 
Ferner ist utr’ut~-~ =UE m. 1st t-‘&u--’ # 1, so ware dies ein 
Widerspruch zu unserer Annahme. Also ist t-‘atup = 1 oder t = atuP’. 
Dies ist jedoch nur mbglich fur (vu) = (u) s IV. Dies widerspricht unserer 
Annahme. 
(ii) Es ist HwnA # 1. 
Nach (i) existiert ein 1 # UE A und ein 0 # u E @ mit vu E IV. Fur 
alle ~(EU mit up=0 existiert ein leK*, so dal3 t=(t+pb)eHw 
ist. 1st Irlupltu = (1 - plu + u-‘pAuu- ~~uu-‘~iuu) # 1, so ist mit 
V(t~‘u-‘tu- l)~(u,uu) diese Abbildung aus AnHp.. Sei also 
t -‘u-‘tu = 1 fur alle t der oben beschriebenen Form. Damit ist 
a E C”(HTk>) = H;“k> = H;“v”, nach Lemma 111.5(a) und Teil (a). Also ist 
l#uEHPnn. 
Wir kommen nun zum AbschluB des Beweises von (c). 
Nach (ii) ist A n Hrr,# 1. Da HF mit (a) ein maximalabelscher Normal- 
teiler von Hw und A n N,(HR,L) = A n HP ein abelscher Normalteiler 
von Hw ist, uberlege man sich leicht, da13 A n HF # 1 ist. Nach (a) ist 
damit A$C.(AnHf$)=CH(((AnHF)gIg~Hv))=Hg. Da A eine 
maximalabelsche Untergruppe von H ist, folgt aus (a) A = HF. Q.E.D. 
Wir bemerken, daB zu einem (T)-Unterraum U von V* und WE Au die 
Gruppen vom Typ HR,L im Fall char K = p elementarabelsche p-Gruppen 
und im Fall char K = 0 torisionsfrei sind. Zu gegebenem (T)-Unterraum U 
von V* und voller Gruppe H 5 E(n, K) bzgl. U bezeichnen wir mit aH im 
Folgenden die Menge aller Untergruppen A von H mit den Eigenschaften: 
(1) A ist maximalabelsche Untergruppe von H. 
(2) 1st char K= 2, so ist A elementarabelsche 2-Gruppe. 
(3) 1st D eine maximalabelsche Untergruppe von H mit N,(A)5 
N,(D), so ist A = D. 
Lemma III.5 und III.6 zeigen, da13 fur jede volle Gruppe H 5 E(Q, K) bzgl. 
des (T)-Unterraums U alle Gruppen HR,L fur WE A, in aH liegen. 
Insbesondere ist fur 0 #dim W< cc nach Lemma 111.5(a) HR,L E~X~. 
Folglich ist &CH # /zr fur alle vollen Gruppen H 5 E(S2, K) bzgl. eines (T)- 
Unterraums U. 
LEMMA UND DEFINITION 111.7. Sei U ein (T)-Unterruum uon V*, Hs 
E(Q, K) eine uolle Gruppe bzgl. U und A E 12~. Dunn ist entweder A uon 
Typ X, d.h. es existiert ein WE A, mit A = HLLL, oder 
Typ Y, d.h. es existiert ein Unterruum W uon V mit w := @‘u = V, so 
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daJ A[ V/W= N,(A)1 V/W= 1 ist, W= ei,[ Wi, dim Wi=dim Wjc 0~) 
fur i, jE I, die direkte Summe A-invarianter, irreduzibler Unterriiume von W 
ist, welche durch N,(A) transitiv permutiert werden (d.h. N,(A) 1 W operiert 
imprimitiv auf W). 
Beweis. Sei W # (0) ein N,(A)-invarianter Unterraum von V. 1st 
W := W” # V, so ist nach Lemma III.6 Hg # 1. Es ist N,(A) s Hw. Also 
ist nach Lemma 111.6(b) N,(A) 5 N,(Hg). Nach Lemma 111.6(a) ist HP 
maximalabelsche Untergruppe von H. Also ist A = Hr von Typ X. 
Sei W := W, = V fur alle N,(A)-invarianten Unterraume W# (0) von 
V. Nach Lemma 111.5(b) ist fiir alle N,(A)-invarianten Unterrlume W von 
V stets N,(A)IV/W=AIV/W=l. Es ist A#l. Sei a#1 aus A. Da 
A 5 Hs E(SZ, K) ist, ist 0 #dim( V(a- 1)) < co. Fur alle bE A ist 
(V(a- l))b= Vb(a- l)= V(a- 1). Also ist V(a- 1) ein endlich- 
dimensionaler A-invarianter Unterraum # (0) von V. Damit existiert ein 
A-invarianter, irreduzibler Unterraum I&’ von V mit endlicher Dimension. 
Es ist W:=CgENHCAJ Wg ein N,(A)-invarianter Unterraum von V, wobei 
fur alle g E N,(A) die Unterraume Wg A-invariante, irreduzible 
Unterraume von W sind mit dim Wg = dim Wh fur alle g, h E N,(A). Mit 
Hilfe des Zornschen Lemmas zeigt man, da13 eine maximale Teilmenge + 
von N,(A) existiert, so da0 Cps ti Wg = W ist mit Ff’gn Wh = (0) fur 
g # h mit g, h E I,G. Sei B, eine Basis von Wg fur alle ge $. Es ist 
B := U& Bg eine Basis von W. Folglich ist W = @ gc ti Wg = @ ic I Wi mit 
dim W; = dim Wj < co fiir i, j E I, wenn wir Z= Ic/ und W, := Wi setzen fiir 
iE Ic/. Klar ist, da13 N,(A) die A-invarianten, irreduziblen Unterrlume Wi 
von W transitiv permutiert. Q.E.D. 
LEMMA 111.8. Sei U ein (T)-Unterraum von V*. Hs E(Q, K) eine voile 
Gruppe bzgl. U und W, Z E A o. Dunn sind iiquivalent: 
(i) HR,L 5 N,(HgL). 
(ii) Wg Z oder Z 5 W. 
Beweis. Wir nehmen zuerst (i) an und zeigen (ii). Sei also HR,L 5 
N,(HsL). Es ist nach Lemma 111.6(b) N,(HcL) = H,. Fur alle VE W und 
alle p E Wi existiert ein I E K* mit (1 + &) E HF. Mit HR,L 5 H, ist 
damit entweder v E Z fur alle v E W oder zp = 0 fur alle ~1 E WA und z E Z. 
Also ist Wl Z oder Wt s Z t, womit Z 5 W ist. 
Sei umgekehrt Ws Z oder Z 5 W. Fur alle g E HR,L ist damit c1( g) E Z 
oder glZ= 1. Also ist gEHZ, womit nach Lemma 111.6(b) HLL s 
N,(HIL) folgt. Q.E.D. 
LEMMA 111.9. Sei U ein (T)-Unterraum von V* und Hs E(f2, K) eine 
voile Gruppe bzgl. U. Dunn sind iiquivalent: 
(i) AEGL” ist von Typ X. 
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Oi) AEaH und zu jedem d E 6TH existiert eine Folge A,, = A, A ,, . . . . A,, = 2 von Elementen aus hYH, n E N, mit Ais N,(A,- I), i= 1, . . . . n. 
Beweis. Wir zeigen zuerst die Implikation von (i) nach (ii). Sei A = HR,L 
fiir Wed,. 1st A von Typ Y, so existiert nach Lemma III.7 ein endlich- 
dimensionaler Unterraum Z, so dal3 d 5 H, ist. Nach Lemma 111.5(a) ist 
Z E A “. Folglich ist d 5 N,(Hp). Wir konnen also 0.B.d.A. A von Typ X 
annehmen. Also existiert ein Z E A, mit 2 = HgL. Es existiert ein endlich- 
dimensionaler Unterraum S von V mit Wn S # (0) und Z n S # (0). 
Nach Lemma III.5 und III.6 ist H,RL, H:iZ, HCL, w aus aH. Wir wlhlen 
also A,=A=HGL, Al=H,RkW, A2=H,RL, A3=HiTZ und A,=Hp. 
Nach Lemma III.8 erfiillen diese Gruppen (ii). 
Wir zeigen die Implikation von (ii) nach (i). Wir nehmen an, A sei von 
Typ Y und zeigen, dal3 A damit such von Typ Y ist. Nach Lemma III.5 
und III.6 existieren jedoch Untergruppen aus aH von Typ X. Damit 
erhalten wir einen Widerspruch zu (ii). Sei also A von Typ Y. Angenom- 
men d sei von Typ X. Sei A = A,, A,, . . . . A, = A eine Folge von Gruppen 
aus aH, welche (ii) erfiillt. Es existiert ein kleinstes je N, 1 5 js n, so dal3 
A,-1 von Typ Y und Aj von Type X ist mit Aj 5 N,(A,- 1). Es existiert 
nach Lemma II.7 ein Unterraum W von V mit W, = V, eine Zerlegung 
W = @ ic, W, von endlichdimensionalen, Ajp ,-invarianten, irreduziblen 
Unterraumen gleicher Dimension, welche durch NJ Aj ~, ) transitiv per- 
mutiert werden. Es ist nach Lemma III.7 A, = HsL fiir ein Z E A,. Fur alle 
iE1und alle gEH ;“IN,(A,-,) ist damit W,n Wig= (0) oder= Wj. Da _ 
H voll von Transvektionen bzgl. U ist, existiert zu jedem p E Z& und v E Z 
ein /z E K* mit (1 + ~Lllv) E (HF)T. Sei zuerst fur alle i E I dim Wi 2 2. Damit 
lixiert jede Transvektion aus (HP), mindestens einen Vektor #O von Wi, 
i E I. Dies bedeutet, da13 Win Wit # (0) ist fur alle ie I und t E (Hp)T. 
Also ist Wi = Wit fur alle i E I und t E ( HsL),. Da H voll mit Trans- 
vektionen bzgl. U ist, iiberlege man sich leicht, da13 dies nicht mijglich ist 
(beriicksichtige dabei, da13 U ein (T)-Unterraum von V* ist und die W,, 
i E Z, endlichdimensional). Damit ist dim W, = 1 fur alle ie I. Im Fall 
char K = 2 ist Aj_ 1 eine elementarabelsche 2-Gruppe. Da jedoch Z(K)* 
keine Elemente der Ordnung 2 enthalt, ware in diesem Fall Aj- I = 1. 
Damit ist Ai-, $ aH. Dies widerspricht jedoch unserer Annahme. Sei also 
char K # 2, v # 0 aus W mit (v ) = Wi fur ein i E Z, t eine Transvektion aus 
(H2L) mit vt # v. Da H 5 E(l2, K) voll mit Transvektionen bzgl. U ist, 
existieren solche t in HGL und v E V. Mit t E N,(A,_ 1) existieren k, 1 E Z mit 
W, = (vt) und W, = (vt2). Da char K # 2 ist, ist v # vt2 und vt # vt2. Also 
ist dim( W,, W,, W,) = dim( Wi@ W, @ W,) = 3. Da t eine Transvektion 
ist, ist dies nicht moglich. Damit ist Aj_ 1 nicht von Typ Y. Nach Lem- 
ma III.7 ist damit Aj_, von Typ X. Dies widerspricht jedoch unserer 
Annahme. Q.E.D. 
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LEMMA 111.10. Sei U ein (T)-Unterraum von V*, H s E(S2, K) eine volle 
Gruppe bzgl. U, WE A u und II die Menge aller Gruppen aus aH in 
N,(HR,L) von Typ X. Dunn sind iiquivalent: 
(i) dim W= 1 oder codim W= 1. 
(ii) Es existiert ein P E II, so da,0 fiir alle Q, SE II mit 
Q n SS; P n HR,L folgt, daj Q n S = 1 ist. 
Beweis. Sei zuerst dim W= 1 oder codim W= 1. Es existiert ein 
O#VE W und ein O#~C WA, so da13 (l+pu)~Hp ist. Sei Z= 
(WE VI wp=O) im Fall dim W= 1 und Z= (v) im Fall codim W= 1. Es 
ist Zu=Z, also ZE A,. Ferner ist W 5 Z im Fall dim W = 1 bzw. Z 5 W 
im Fall codim W= 1. Nach Lemma III.8 ist damit P := HsL E I7. Es ist 
PnHR,L=((l+ph)~HIL~K*), da dim W=l bzw. codim W=l ist. 
Seien Q, SE I7 beliebig mit Q n S& P n HR,L. Existiert ein 1 # t E Q n S, so 
iiberlege man sich leicht, da0 Pn HR,L = Q n S ist. Dies wiirde unseren 
Voraussetzungen iiber Q und S widersprechen. Also ist Q n S = 1. Dies 
zeigt (ii). 
Zum Beweis der Umkehrung nehmen wir an, es w&e dim W# 1, 
codim W# 1 und (ii) sei erfiillt. Sei P E n beliebig. Es existiert ein ZE A, 
mit P=HgL. Damit ist PnHR,L~((l+pv)EH(pE WhnZi und 
v E Wn Z). Da P E IT, ist nach Lemma III.8 entweder W5 Z oder Z 5 W. 
Im Fall WSZ ist WnZ= W# (0) und WfjnZbk Wh#{O}. Im Fall 
Z5 W ist WnZ=Z# (0) und Wi nZ= =Zt # (0). Da H eine volle 
Gruppe bzgl. U ist sowie dim W # 1 und codim W # 1, existieren 0 # p,, pLz 
aus WbnZb und O#u,, V*E WnZ, so dal.3 (1 +p,v,) und (1 +p2u2) in 
Pn HR,L liegen, wobei entweder p, und cl2 oder vi und v2 linear 
unabhtingig sind. Sei W, = (ui) und W, = (w E VI wpl = 0). Es ist 
(WI),= W, und (W,),= W,. Ferner ist W, 5 W und Wj W,. Also sind 
nach Lemma III.8 Q := H$!t E 17 und S := HE: E IT mit Q n S= 
((l+pIIu,)~HIJ~K*). Es ist jedoch (l+~~v,)$QnS. Insgesamt ist 
damit l#QnS$PnHF. Dies widerspricht jedoch unserer Annahme. 
Q.E.D. 
LEMMA III. 11. Sei U ein (T)- Unterraum von V *, H s E(S2, K) eine voile 
Gruppe bzgl. U, x die Menge aller Unterriiume von A, mit Dimension 1 oder 
Codimension 1 und W, Z E x. Dunn sind hquivalent: 
(i) dim W=dim Z. 
(ii) Es existiert ein SE x\{ W, Z} mit H,RL s N,(HR,L) und H,RL 5 
NtAKZL). 
Beweis. Wir nehmen zuerst dim W= dim Z an. 
Fall 1. dim W= dim Z = 1. Da U ein ( T)-Unterraum von V * ist, ist 
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Ztn Wt#(O}. Sei O#pEZl,n W$ und S= (u~V\up=O}. Es ist 
SE x\{Z, W}. Fur alle w E Z bzw. W ist wp = 0. Also ist Z, WE S. Folglich 
ist nach Lemma III.8 H,RL 5 N,(H$L) und HgL 5 N,(HR,L). 
FaZZ 2. dim W= dim Z > 1. Damit ist codim W= codim Z = 1, da W, 
ZEX sind. Es ist WnZ#(O}. Sei O#ue WnZ und S=(v). Es ist 
SE I\ { W, Z}. Nach Lemma III.8 ist H,RL s N,(HR,L) und H,RL 5 N,(HR,L). 
Zum Beweis der Umkehrung nehmen wir dim Z # dim W an und zeigen, 
daD kein SE x\ { W, Z} existiert mit den in (ii) beschriebenen Eigenschaf- 
ten. 
Sei 0.B.d.A. dim Z = 1, codim W= 1 und SE x beliebig. 
Full 1. dim S= 1. Mit H,RLsNH(H5L) ist nach Lemma III.8 entweder 
Ss Z oder Z 5 S. Mit dim S = dim Z = 1 ist S = Z. Also existiert kein 
SE x\{Z, W> mit den in (ii) beschriebenen Eigenschaften. 
Fall 2. codim S = 1. 1st H!jL 5 N,(H$), so ist nach Lemma III.8 
entweder S 5 W oder W Q S. Analog wie in Fall 1 ist S = W, womit kein 
SE x\(Z, W> mit den in (ii) beschiebenen Eigenschaften existiert. Q.E.D. 
SATZ 111.12. Sei V ein Vektoraum von unendlicher Dimension fiber dem 
(Schief)Kiirper K und G,, G, 5 GL( V) SL-Gruppen. Dann sind a*(G,) und 
cr*(G,) (T)-Unterriiume von V*. Seien H, 5 G, und H2 5 G, voile Gruppen 
bzgl. cc*(G,) bzw. ol*(G,) und $: H, -+ H, ein Isomorphismus. Dann ist 
entweder 
Ic/ von Typ I und es existiert ein y E I’L( V) mit g$ = yP1gy fiir aZZe 
gEH,, oder 
$ von Typ 2 und es ist K- Kopp (K-opposite), dim a*(G1)= 
dim a*(Gz) = dim V und es existiert ein semilinearer Isomorphismus y: 
V+ a*(G,), so daJgll/ = gp, ist fir aZZe ge H, (d.h. vgp, = (g-‘(vy))y-’ ftir 
aZZe v E V). 
Beweis. Dal3 a*(G,) und a*(G*) (T)-Unterraume von V* sind, folgt 
aus Satz 1.21. 1c, bildet die Untergruppen von H, aus aH, auf Untergruppen 
von H, aus &CH, ab. Lemma III.7 und III.9 besagen, da13 Gruppen von 
Typ X aus H, auf Gruppen von Typ X aus H, abgebildet werden. Nach 
Lemma 111.5(a) sind alle endlichdimensionalen Unterraume von V sowohl 
in A l*Cc,j als such in AaeCC2). 1st U ein 1-dimensionaler Unterraum von V, 
so ist, da H, eine volle Gruppe bzgl. a*(G,) ist, (H,)“, # 1. Mit UE AolaCG,) 
nach Lemma 111.5(a) 1st (H,)f- von Typ X in H,. Es ist (HI)fiLII/ von 
Typ X in H,. Also existiert ein Unterraum W von V mit pm.CG2J = W und 
(H,)ELLII/ = (HZ)g. Mit Lemma 111.10 sieht man, da13 entweder dim W= 1 
oder codim W = 1 ist. 1st dim W = 1, so sieht man aus Lemma III.1 1, da13 II/ 
ein Isomorphismus von Typ 1 ist (vgl. Def. 111.3). 1st codim W= 1, so sieht 
man ebenfalls aus Lemma 111.11, da8 II/ von Typ 2 ist. 
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Fall 1. II/ ist von Typ 1. Sei Wi~do,.tG,j, i= 1, 2 und T, := 
{Us Vldim U= 1 und ( Hi)R, 5 NJ ( Hi);:) f . Nach Lemma III.8 ist 
U 5 Wi fur jedes UE T,, i = 1,2. Zu jedem Wit dorecc,) existiert eine 
maximale Teilmenge T,+,, von T, (man verwende das Zornsche Lemma), 
so dal3 (H,)“,“n ((Hi)$? WET,\{ U}) = 1 ist fur alle UE pw,, i= 1, 2. 
Da Hi volle Gruppen bzgl. a*(Gi) sind, i = 1, 2, iiberlege man sich leicht: 
1 T,l = dim Wi fur alle W,ELI,,~,,,, i= 1, 2. (111.12.1) 
Sei A 5 H, eine Gruppe von Typ X. Dann existiert ein Z, E da.(G,) 
mit A = (H,)::. Es ist A$ eine Gruppe von Typ X in H,. 
Also existiert ein Z,E~~*(~,) mit A+ = (H&?f. (111.12.1) besagt, da13 
dim Z, = dim Z, ist. Sei dim Zi 2 2 und codim Zi 2 2, i= 1,2. Nach 
Lemma 11.10 ist Z(((Hi)cF[ Uig T,,)IZ;)iZ(GL(Z,)), i= 1, 2. Also ist: 
gtHi)$F E CcH,)Zi( ((Hi):) I ui E &,)ltHi)$f) genau dam wenn g I Zi E 
Z(GL(Z,)) ist, beziehungsweise g E (Hi)& i = 1, 2. Dies zeigt, dal3 
W,)G,rl/ = WE* ist. Analog dazu ist: g(Ni)$F E C,,,,((Hi)~/(Hi)~~) 
genau dann, wenn g E (Hi):, ist, i = 1, 2. Dies zeigt, da13 H&II/ = Hi, ist. 
Folglich ist mit H,, H, 5 E(SZ, K): 
(i) a(g) 5 a(!(h) genau dann, wenn a(g$) 5 a(/+) ist, und 
(ii) dim a(g) = dim a( g$) fur alle g, h E H, . 
Sei PE( V) := {a(g) 1 g E H,}. Da H, eine volle Untergruppe von G, 5 
E(Q, K) ist, iiberlege man sich leicht, dal3 alle endlichdimensionalen 
UnterrHume von V in PE( V) enthalten sind. Analoges gilt fiir P,(V) := 
{a(g$) 1 g E H,}. Teil (i) und (ii) zeigen, da13 
r: : PE( v + h( v a(g) ++ a(&) fiir alle g E H, 
eine wohldetinierte bijektive Abbildung ist, welche in genau einer Weise zu 
einer Projektivitlt $j auf PG( V) fortgesetzt werden kann. Nach dem 1. 
Hauptsatz der projektiven Geometrie (vgl. z.B. [4]) ist p induziert durch 
ein y E TL( I’). Fur alle g, h E H, ist a(h) yg$ = a(/$) gll/ = a((g-‘hg)+) = 
(a(h) g)y. Beriicksichtigt man, da13 die vollen Gruppen H,, H, 5 E(SZ, K) 
nur triviales Zentrum besitzen (vgl. Lemma II.lO), so folgt g$ = y -‘gy fur 
alle g E H,. 
Fall 2. $ ist von Typ 2. Analog zu Fall 1 iiberlege man sich leicht: 
(i) a(g) 5 a(h) genau dann, wenn a*(g+) 5 a*(@) ist, und 
(ii) dima(g)=dima*(g$) fiir alle g,heH,. 
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SeiwiederP,(V)={cr(g)IgEH,}undP~(V):={a*(g~)JgEH1}. Wieder 
ist 
{ 
PE( v + et v 
-?:a(g)- a*(&) fur alle g E H, 
eine wohldelinierte bijektive Abbildung, welche in eindeutiger Weise zu 
einer Propjektivitlt von V auf cr*(G,) fortgesetzt werden kann. Wiederum 
ist diese von einem semilinearen Isomorphismus y0 des K-Links- 
vektorraums I’ auf den K-Rechtsvektorraum cr*(G,) induziert (zu “O” 
vgl. Lemma 111.4). Folglich ist Krr Kopp und dim I/= dim a*(G2). 
Sei 0 #v E I’. Da H, eine volle Gruppe bzgl. cr*(G,) ist, existiert ein 
gEH, mit (u)=cr(g). Es ist (v)=cc(g)~(vy”)=cr(g)y”=cl*(g~)o 
(h-‘ll/(uy”)) = h-‘+a*(g$) = a*((h-‘gh)$) fur alle h E H, e 
((h -‘t&vy”))(y”) -’ )a*(((h -‘gh)ll/)(y”) -’ = a(h -‘gh) = a(g)h fur alle 
hEHI. 
Also ist (v(hlC/)p,.) = (vh) fur alle v E V und h 6 H,. Da das Zentrum 
von H,, H, 5 E(S2, K) trivial ist (vgl. Lemma II.lO), ist $ . pyD = 1 auf H,. 
Nach (111.4.1) ist $=p, und i~‘y=a*(G~)‘=a*(G,) (vgl. Lemma 111.4). 
Folglich ist such dim V= a*(G,). Q.E.D. 
Bemerkung. Satz III.12 bestatigt Theorem 5.3 in [ 171 mit der von uns 
vorgegebenen Einschrankung fur volle Gruppen als Untergruppen von 
E(SZ, K). Vergleiche dazu such [ 191. Der von uns gewlhlte Weg im Beweis 
von Satz III.12 1aDt sich unschwer fur eine Isomorphismentheorie zwischen 
vollen Untergruppen linearer Gruppen im Sinne von O’Meara [lo, 181 
eines endlichdimensionalen Vektorraums iiber einem kommutativen 
K&-per ausbauen. Im Folgenden geben wir dazu eine kurze Skizze. Sei V 
ein Vektorraum der Dimension n 2 3, n E N, iiber dem kommutativen Kor- 
per K und G 5 GL( V) eine volle Gruppe. Mit I%~ bezeichnen wir die 
Menge aller Untergruppen A von G mit den Eigenschaften: 
(i) A ist maximalabelsche Untergruppe von G. 
(ii) 1st A’ eine maximalabelsche Untergruppe von G mit N,(A) 5 
N&A), so ist A = A’. 
(iii) 1st [RI < co, so sei A eine elementarabelsche (char K)-Gruppe. 
1st lJC:I = 00, so sei IN,(A)/AI = co. 
Analog zu Lemma III.7 zeigt man, daI3 Gruppen A 5 G mit den 
Bedingungen (i) und (ii) Untergruppen von G sind, welche bis auf 
Z(GL( V)) eine analoge Gestalt zu solchen von Typ X und Typ Y in 
Lemma III.7 haben. Wie in Lemma III.6 weist man die Existenz von Grup- 
pen von Typ X nach. Einfache Korpertheorie (d.h. lGal(L:K)( < co, falls 
lL:KI < cc ist) erzwingt aus Bedingung (iii), da13 CZc nur Untergruppen 
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von G von Typ X enthalt, d.h. A E iXc genau dann, wenn ein nichttrivialer 
Unterraum U von V existiert, so da13 A = GEL. Z ist, wobei Z = 1 fur 
I1y( < cc und Z = (Z(GL( V) n G), falls llyl = co. Besitzt man nichttriviale 
Unterraume U1, . . . . U, von V, so da13 G”,“n(GR,LIj~{l,...,n}\{i})=l, 
i= 1 , ..*, n, so iiberlege man sich leicht, daD entweder dim Uj = 1 ist fur alle 
i E { 1, . . . . PZ} oder codim Ui = 1 ist fur alle ie { 1, . . . . PZ}. 
Sind G1 5 GL( I’,), dim T/, = n, 13, bzw. G, 5 GL( V2), dim V2 = n2 2 3, 
volle Untergruppen von GL(vV,) bzw. GL( V,) im Sinne von O’Meara 
[ 17, 181, und $: G1 + G, ein Isomorphismus, so bildet Ic/ die Menge ac, 
auf acz ab und insbesondere Transvektionen zu einem Zentrum in G, 
entweder auf Transvektionen zu einem Zentrum oder Transvektionen zu 
einer Achse in Gz ab (projektiv betrachtet). Analog zum Beweis in Satz 
III.12 erhllt man unter Verwendung des 1. Hauptsatzes der projektiven 
Geometrie eine Klassifikation der Isomorphismen $ zwischen 
GiZ(GL( P’,)/Z(GL( V,)) und G,Z(GL( J’*))/Z(GL( I’,). Eine vollstlndige 
Klassifikation der Isomorphismen Ic/ zwischen G, und Gz erhalt man durch 
analoges Vorgehen wie beispielsweise in [9, 183. 
Unter Beriicksichtigung von Beispiel III.2 ergibt sich aus Satz 111.12: 
KOROLLAR 111.13. Sei R ein Ring, ftir welchen ein Quotientenkiirper K 
existiert, !2 eine unendliche Indexmenge, M = RCR’, H,, H, 5 E(S2, R) SL- 
Gruppen und $1 H, + H, ein Isomorphismus. Dann existieren ftir i = 1,2 die 
SL-Gruppen GisGL(KM) mit a*(G,)=a*(H,)K, so dab’ HiiGj volle 
Gruppen bzgl. c?*(Gi) sind und + durch einen Isomorphismus 6: G, -+ G, 
induziert ist, welcher durch Satz III.12 beschrieben wird. 
Bemerkung. Sei V ein Vektorraum iiber einem K&per K und 
ge I’L( I’) mit Begleitautomorphismus 7~ von K. Fur alle /.I E V* ist pLg 
detiniert durch vet := ((vg)p)“-’ fur alle DE V ein Element aus I/*. Ver- 
midge gp := pLg wird g zu einem Element aus I’L( V*) mit Begleitautomor- 
phismus rc --I von K (vgl. [ 12, S. 2651). Damit operiert I’L( V) auf I/*. 
Beschrankt auf GL( V) entspricht diese Operation gerade der von uns 
standig in dieser Arbeit verwendeten. Sei G 5 GL( V) eine SL-Gruppe und 
ge TL( V). Dann ist 
u*(Gg)= 1 (hg- 1) I’* = g-’ c (h- l)V* = g-la*(G). 
heC heG > 
Zu gegebenen Ring R und unendlicher Indexmenge Q stellt sich die Frage: 
Wieviel nichtisomorphe SL-Untergruppen von E(Q, R) existieren? 
Es ist uns in dieser Arbeit nicht miiglich eine vollstlndige Antwort auf 
diese Frage zu geben. Wir zeigen jedoch: 
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SATZ 111.14. Sei R ein Ring, ftir welchen ein Quotientenkiirper K 
existiert und 52 eine unendliche Indexmenge. 
Zst JR1 5 1521 oder IAUT(K)I < 2’“‘, so existieren genau 21E(R,R)‘-viele 
nichtisomorphe SL-Untergruppen von E(SZ, R). 
Beweis. Es ist klar, dag IRI = IKl ist. Mit M* = (R(“))* 2: ni,, R ist 
IM*l = IKIt”t. Folglich ist dim,((KM)*)= IKIln’ =dim,(M*K). Sei /i die 
Menge aller Unterrlume U von M*K mit Codimension 1 in M*K und 
(e~lj~sZ)~U. Mit dim,(e,*IjEa)=lal ist dim,(M*K/(e,*IjE52)) 
= dim,((KM)*). Folglich ist InI = )K((uCI’n’) = 21E(R,R)‘, /i enthalt 
gerade soviele Elemente wie (KM)**. Sei U, = U n M* fur UE A. 
Aus der Konstruktion von M*K ergibt sich sofort U,K= U. Mit 
(ej* I Jo G) 5 UR ist U, ein (T)-Untermodul von M*. Also existiert nach 
Satz I.21 und Korollar 1.22(a) genau eine SL-Gruppe Hs E(S2, R) mit 
a*(H) = UR. Ebenfalls existiert genau eine SL-Gruppe G 5 GL(MK) mit 
a*(G) = U. Es ist Hs G eine volle Gruppe bzgl. cc*(G) (vgl. Beispiel 111.2). 
Nach Korollar III.13 ist also die Anzahl der nichtisomorphen SL- 
Untergruppen von E(Q, R) mindestens so grol3, wie die Anzahl der 
verschiedenen Bahnen von I’L(KM) auf den (T)-Unterraumen von 
(KM)*, welche ein Element aus /1 enthalten. Es ist (TL(KM)I = 
IGL(KM)I IAUT(K)( = IK:IIRIIAUT(K)(. Mit IRI 5 Ial oder (AUT(K)I ~2’~’ 
ist Ir,T(&j,f)I < 2IECQvR)l = ‘J(Id”). Also enhalt jede Bahn von I’L(KM) auf 
den (T)-Unterraumen von (KM)* weniger als 2’E’R,R)‘-viele Elemente. Mit 
1~1 = 2lW’,R)I existieren also 2tE’R*R)t-viele Bahnen von TL(KM) auf den 
(T)-Unterraumen von (KM)* mit Elementen aus .4. Da fur jedes UE ,4 
stets dim,(KM)<dim,U ist, folgt aus Korollar 111.13, da13 mindestens 
2’E(n,R)I-viele nichtisomorphe SL-Untergruppen von E(f2, R) existieren. 
Jedoch ist dies gleichzeitig die maximal mogliche Anzahl von nichtiso- 
morphen SL-Untergruppen von E(f2, R). Also existieren genau 21E(n,R)‘- 
viele nichtisomorphe SL-Untergruppen von E(SZ, R). Q.E.D. 
Bemerkung. Im Beweis von Satz III.14 wurden im wesentlichen 
Kardinalitatsargumente benutzt. Es ist uns nicht bekannt, ob Satz III.14 
eine von der Wahl einer speziellen Mengenlehre unabhangige 
Verallgemeinerung auf die Fllle ISZJ < JKJ und IAUT(K)I = 2’“’ besitzt. 
Speziell stellt sich in diesem Zusammenhang die Frage: Mit wievielen 
Bahnen operiert I’L( V) auf den (T)-Unterraumen von V* (mit Codimen- 
sion 1 ), wenn dim V= 00, I KI > dim V und IAUT(K)I = 2’“’ ist? Wie ist 
insbesondere die Antwort auf diese Frage im Fall r;Z = N und K= @? 
Zum SchluD dieser Arbeit zeigen wir, daB trotz Satz III.14 in Spezialfallen 
“sehr viele” SL-Untergruppen von E(SZ, R) isomorph sind. Wir zeigen: 
Satz 111.15. Sei K ein (Schief-)Kiirper. V= KCN) mit kanonischer Basis 
B= {eilj~N} und GsGL(V) eine SL-Gruppe mit dim a*(G)=dim V. 
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Dann existiert ein g E GL( V) mit Gg = EF(N, K), wobei EF(N, K) bzgl. B 
beschrieben ist. Ist insbesondere G 2 GL( V) eine SL-Gruppe, 1 KI s 1 NJ und 
IG( = IEF(N, K)l, so existiert ein gEGL(V) mit Gg= EF(N, K). 
Beweis. Nach Satz I.21 ist a*(G) ein (T)-Unterraum von V*. Damit 
existiert [ 15, S. 1711 bzw. [ 13, S.2931 (dies ist elementare lineare Algebra!) 
eine Basis {u,li~N} von V und eine Basis (pilieN} von a*(G) mit 
uipj=6,, i,jEN. Sei gEGL(V) mit uig=ei, iEN. Es ist eig-‘pj=dBij. 
Also ist a*(Gg)= g-la*(G)= (e*(iE fV>. Nach Satz I.21 und Korollar 
1.22(a) ist damit Gg = EF(N, K). 
Es ist fur llylg INI dim V= [RI .(NI = lfV\. Mit JGI = IEF(N, K)J und 
IEF(N, K)I = (Kj . INI = IN) ist dim a*(G) = dim V. Also existiert nach 
obiger Uberlegung ein g E GL( V) mit Gg = EF( N, K). Q.E.D. 
Bemerkung. In einer unveroffentlichen Arbeit von Thomas [24] wird 
Satz III.15 im wesentlichen fiir den Fall, dal3 K ein endlicher Korper und 
EF(N, K) 5 G ist, bewiesen. Er untersucht in dieser Arbeit lokalendliche 
Gruppen mit speziell gegebenen (B, N)-Paaren und zeigt eine Isomorphie 
solcher Gruppen zu EF( N, K). 
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